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Die Herausgabe einer üebersetzong in französischer und englischer Sprache, 
sowie in anderen modernen Sprachen wird vorbehalten. 



VORWORT. 



Obgleich es gewiss zu allen Zeiten solcher Mathematiker viele 
gegeben hat, welche Witts tein's Ansicht getheilt haben, „die Aus- 
bildung des Verstandes, oder die Fähigkeit, mit Präcision BegrifiFe 
und Schlüsse zu bilden, trete bei dem mathematischen Unterrichte 
auf Schulen jeder Art allen anderen Rücksichten voran": so hat es 
dagegen auch zu allen Zeiten wenigstens eben so viele Mathe- 
matiker gegeben, welche den glücklichen Umstand, dessen v. Mün- 
chow in seiner Trigonometrie erwähnt, sich in vollstem Maasse 
haben zu Nutz und Frommen dienen lassen, „dass man nämlich bei 
den einzelnen Ableitungen in den mathematischen Wissenschaften 
der von denselben besonders aufgestellten BegrifiFe, mithin auch 
der genauem Erklärung dieser BegrifiFe ganz und gar entbehren 
könne." Für das Vorhandensein von Mathematikern der einen 
und der andern Art giebt auch eine Stelle in Schnuse's Recen- 
sion einer Abhandlung Drobisch's über den BegrifiF des Stetigen 
Zeugniss. Es heisst da folgendermaassen : „Sehr richtig bemerkt 
der Verfasser, dass es von jeher Mathematiker gegeben hat, welche 
sich mit der ganz passend sogenannten „Metaphysik" ihrer Wissen- 
schaft ernstlich befasst*) haben, um von den Principien und Me- 
thoden der Mathematik eine genügende und tiefere Einsicht zu 



*) Von Mathematikern dagegen, „die Alles anekelt was Philosophie 
heißst, und die Jeden, der mit der Philosophie auf irgend eine Weise in 
Verbindung steht, als natürlichen Feind ansehen," spricht M. Ohm in 
seinen kritischen Beleuchtungen. 



VI Vorwort. 

erlangen und über die objective Gültigkeit und Zulässigkeit ge- 
wisser FundamentalbegriflFe ins fflare zu kommen — und fügt mit 
Recht hinzu, dass sich die Mathematik ohne Aufopferung eines 
wesentlichen Theiles ihrer Gründlichkeit dieser Metaphysik, die 
keine ihr von aussen her aufgedrungene ist, sondern aus dem Be- 
dürfniss hervorgeht, für das mathematische Wissen einen befrie- 
digenden Abschluss zu gewinnen, niemals werde entschlagen 
können. Insbesondere würde der mathematische Calcul ohne phi- 
losophische Erörterung seiner Grundbegriffe zu einer blossen Ma- 
schine werden . . . ." 

„Was ferner die fast sprüchwörtlich gewordene Evidenz und 
Strenge der sonstigen mathematischen Begriffe betrifft, ao muss 
Ref. offen bekennen*), dass sie leider sehr oft nicht vorhanden ist, 
selbst bei den besten Autoren , und es kann wohl kaum in einer 
andern Wissenschaft mehr willkürliche Begriffsbestimmungen, 
illusorische Beweise und überhaupt Verkehrtheiten geben wie in 
der Mathematik. Wenn sie dennoch mehr positive Wahrheiten 
darbietet als andere Wissenschaften, namentlich als die Philo- 
sophie, so liegt der Grund davon lediglich in der einfachen Be- 
schaffenheit ihrer Objecte, sowie in der Hülfsleistung der An- 
schauung und des Calculs — mit den Fundamentalbegriffen der 
Mathematik steht es ebenso wie mit denen anderer Wissenschaften. 
Ja die meisten Mathematiker wollen von Begriffsentwicklungen, 
von der Kritik der Begriffe und Methoden gar nichts wissen — 
wo sie nicht Zeichen und Formeln sehen , da glauben sie nicht, 
sie gehen rasch über die Grundbegriffe hinweg — und Erörterun- 
gen, wie sie unser Verfasser hier giebt, sind ihnen wahre Ver- 
driesslichkeiten, denen sie geflissentlich auszuweichen suchen, und 
rühmen sich Euklidische Strenge zu üben , wenn sie bunte , sinn- 
lose Formeln entwickeln!" — 

Und in der That erscheint dieses scharfe Urtheil Schnuse's 



*) Ein ähnliches Bekenntniss legt Carl Snell ab in der Vorrede zu 
seinem Lehrbuche der Geometrie; nach der Beschaffenheit der unzählig 
vielen Bearbeitungen der Elementargeometrie urtheilend, sagt er, könne 
man zu der Ansicht kommen, die gepriesene Wissenschaftlichkeit der Ma- 
thematik sei nur ein Yorurtheil. 



Vorwort. vii 

nicht ganz unbegründet, wenn man in mathematischen Lehrbüchern, 
welche nicht zu den schlechtesten, sondern zum Theil zu den 
besten*) gehören, Definitionen findet wie folgende: 

„Eine Linie ist gerade, welche zwischen jeden in ihr befind- 
lichen Punkten auf einerlei Art liegt." 

Liegt nicht etwa auch die Kreislinie zwischen ihren Punkten 
auf einerlei Art? Auf welcherlei Art liegt nun die eine und auf 
welche die andere Linie? 

„Eine Linie heisst gerade, wenn jedes beliebige Stück der- 
selben mit zwei beliebigen Punkten, irgendwo und irgendwie auf 
dieselbe gelegt, mit ihr zusammenfällt." 

Irgendwie? Was heisst das? 

„Diejenige Linie ist gerade, welche zwischen ihren End- 
punkten durchaus dieselbe Lage hat" 

Wenn die Linie aber unendlich ist? Was heisst durchaus die- 
selbe Lage haben, wenn die Lage vorher nirgend eine Definition 
gefunden? — 

„Diejenige Linie ist gerade, welche in allen ihren Punkten 
einerlei Richtung hat ; oder welche die anfängliche Richtung immer 
beibehält, wie weit man (?) in ihr auch fortgeht." (?) 

Wäre dann nicht vorher die Richtung zu definiren gewesen? 

„Die Gerade ist der kürzeste Weg zwischen zwei Punkten." 

Mischt diese Definition nicht ein fremdartiges Moment ein, 
das der Quantität ? Und auf welche Weise soll unter den unend- 
lich vielen Wegen, welche zmschen zwei Punkten möglich sind, der 
kürzeste ermittelt werden? WiU man messen? Womit denn? Die 
Grundeigenschaft der Geraden, welche jeder Handwerker zur Prü- 
fung der Richtigkeit eines Lineals, d. h. einer materiellen Geraden 
anwendet, haben die Mathematiker übersehen, obschon sie dieselbe 
unzähligen Beweisen ihrer Sätze zu Grunde legen. Und mit dem 
Winkel ist es ihnen nicht anders gegangen. 

„Ein ebener Winkel ist die Neigung zweier Linien, wenn solche 



*) Um Niemand persönlicli zu verletzen, werde ich die Verfasser der 
Lehrbücher, aus denen die angeführten Stellen entnommen sind, nicht 
weiter nennen. 
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in einer Ebene zusammenlaufen, ohne in einer geraden Linie zu 
liegen." 

Was ist aber die Neigung zweier (gerader?) Linien? Wie kann 
eine Neigung Summe oder Differenz etc. von anderen sein? Zu 
welcher Art von Grössen gehört alsdann der Winkel, zu den Zah- 
len- oder zu den Raumgrössen, zu den Linien, Flächen oder 
Bäumen? Wo bleiben die gestreckten Winkel, die Null- und die 
Vollwinkel? 

„Winkel ist der Unterschied der Richtungen zweier Geraden, 
oder die Richtungsabweichung zweier sich schneidender Geraden." 

Was ist der Unterschied der Richtung.? Wo ist die Richtung 
definirt? Und zu welcher Art von Grössen gehört dann der 
Winkel? 

„Wenn sich zwei gerade Linien begegnen, so heisst die gerin- 
gere oder bedeutendere Grösse, um welche sie ihrer Lage nach 
von einander entfernt sind, Winkel." 

Wo ist Lage definirt? Wäre es, so würde nicht von Ent- 
fernung der Lage geredet sein. 

„Winkel zweier an einem Punkte (dem Scheitelpunkte) zu- 
sammengestellten und einerseits von diesem Punkte begrenzten 
Linien (Winkelschenkel) ist die Grösse derjenigen Drehung (Schwen- 
kimg), durch welche eine vom Scheitelpunkt begrenzte, andererseits 
aber unbegrenzte, gerade Linie in der Ebene des Winkels von der 
Lage des einen Winkelschenkels zur Lage des andern stets vor- 
schreitend gelangen kann." 

Welch ungeheuerliche Definition! Eine Gerade einerseits 
durch einen Punkt begrenzt, andererseits unbegrenztl Was sind 
hier die Seiten einer Geraden? Der Winkel ist die Grösse der 
Drehung, durch welche eine Gerade von der Lage des einen 
Schenkels zur Lage des andern vorschreitend gelangen kann?! 
Schon wieder Lage und zur Abwechslung einmal die Seite, doch 
Beides undefinirt. 

„Als Grösse der Drehung, durch welche eine Gerade aus^ 
einer anfänglichen Richtung in eine andere stetig übergeht, ent- 
steht hierbei der Winkel." 

Als Grösse der Drehung entsteht hierbei der Winkel! 
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„Die Lage zweier geraden, sich schneidenden Linien ist der 
Winkel derselben." 

Die Lage der Linien ist der Winkel! 

„Zwei gerade Linien, welche von einem Punkte ausgehen, 
heissen, wenn bloss die Lage der Linien zu einander betrachtet 
wird, ein Winkel." 

Also kurz, zwei Geraden, welche sich schneiden, heissen ein 
Winkel I 

„Zwei gerade Linien, welche sich begegnen (schneiden), bilden 
eine (?) grössere oder kleinere Oeffaung, welche Winkel heisst." 

Der Winkel ist also eine Oefl&iung! 

„Wo sich zwei gerade Linien schneiden, entsteht ein (?) Winkel." 

„On nomme angle, et quelquefois angle plan, chaque portion 
indefinie de plan comprise entre deux droites, qui se coupent." 

„Portion indefinie" und doch eine bestimmbare, messb.are 
endliche Grösse ! 

„L'angle c'est l'ecartement, plus ou moins considerable de 
deux droites, qui se coupent." 

Auch „La figure formee par deux droites, qui se coupent." 

Der Winkel eine Figur? 

„On nomme angle la difference de deux directions." 

Das Beste liefert die Akademie in ihrem Dictionnaire; sie 
sagt: 

„L'angle, c'est l'ouverture de deux lignes, qui se rencontrent 
en un point, l'inclinaison, qu'elles ont l'une sur l'autre." 

„L'inclinaison, c'est l'obliquitö d'une ligne ou d'une sur- 
lace sur une autre." 

„L'obliquite, c'est l'inclinaison d'une ligne ou d'une sur- 

face sur un autre." 

„L'ouverture, c'est l'ecartement; l'ecartement c'est l'e- 

loignement; l'eloignement c'est la distance." 

„Diriger signifie faire aller, conduire, d'un certain sens, 
tourner d'un certain cote; tourner vers, c'est marcher, se di- 
riger vers etc." 

Diese Beispiele. werden genügen als Belege, dass viele Mathe- 
matiker wenigstens über die geometrischen Grundvorstellungen 
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weder unter sich einig, noch selbst mit sieb so recht im Klaren 
sind, wie auch zugleich, dass von Vielen wirklich Mathematik ohne 
genauere Erklärung der BegriflFe getrieben wird. Denn steht es 
schon so schwach um die Definition der Geraden und des Linien- 
winkels*), so noch viel mehr um die des Raumes, der Ausdehnung 
(Extension und Intension), der Abmessung (Dimension), Stetigkeit 
(Continuität, Discontinuität, Discretion), Gegend, Seite, Richtung, 
Lage, Stelle, Ort, Form, Gestalt, Figur, Verhältniss, Gleichheit, 
Symmetrie etc. . . . Die Meisten freilich machen es sich bequem, 
und definiren das Alles gar nicht, sie setzen diese Bestimmungen 
als dem natürlichen Bewusstsein eines Jeden richtig einwohnend 
voraus. Und dabei sind sie doch, wie gesagt, weder unter sich 
einig, noch mit sich im Klaren. Begründet in der menschlichen 
Anschauung sind diese Bestimmungen des Raumes alle, doch zum 
klaren Bewusstsein müssen sie einem Jeden erst gebracht werden. 

Und dies ist die erste Aufgabe, welche ich mir bei der hier 
vorliegenden Arbeit gestellt habe, die Grundvorstellungen der 
Geometrie aus der reinen Anschauung zum klaren Bewusstsein 
genetisch zu entwickeln; die zweite aber, aus diesen Grundvor- 
stellungen eine Formenlehre abzuleiten, und die dritte endlich, 
auf den Grundvorstellungen und der Formenlehre ein System 
der Geometrie aufzubauen. 

Ein Lehrbuch der Geometrie ist nach meiner Ansicht für die 
mathematische Raumlehre das, was für die Sprachlehre die Gram- 
matik. Wie nun letztere für die wissenschaftlichen Lehrstufen die 
Formenlehre und Syntax stets scharf sondert und jeden dieser 
beiden Theile zusammenhängend für sich darstellt, so muss für 
den wissenschaftlichen Unterricht auch die Raumlehre in eine 
Formenlehre und Syntax, gewöhnlich System genannt, sich glie- 
dern, jedes von Beiden aber im organischen Zusammenhange sich 
entwickeln. Während nämlich die Entstehung und Bestimmung 
eines jeden einzelnen Raumgebildes anund fürsichin der geo- 
metrischen Formenlehre zu betrachten ist, wird das gegenseitige 



*) Die Definition des Winkels überhaupt, von welchem der Linien- 
winkel, Flächenwinkel, Körperwinkel, sphärische Winkel nur besondere 
Arten sind , hat kein Mathematiker bis jetzt zu geben auch nur versucht. 
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Verhalten der Eamngebilde und ihrer Bestunmungsstücke sowohl 
nach Grösse als auch nach Form und Lage un geometrischen 
Systeme untersucht. Wie man nun erst seit Seidenstücker an- 
gefangen hat, nicht bloss beim mündlichen Sprachunterricht auf 
den unteren und zum Theil noch mittleren Lehrstufen Formen- 
lehre und Syntax zu verbinden, sondern auch schon in den Gram- 
matiken zu vermischen, so hatmaniungekehrterstseitPestalozzi 
begonnen, wie beim mündlichen Unterricht in der Geometrie auf 
der untersten Lehrstufe so auch in Lehrbüchern die Formenlehre 
von dem System zu sondern und selbstständig zu behandeln. Und 
während die Sprachlehrer auf den höheren Lehrstufen wieder 
beim Unterricht wie in der Grammatik die Syntax von der For- 
menlehre sondern und systematisch für sich behandeln , * thun die 
Mathematiker das Gegentheil, indem sie die Raumgebilde immer 
erst an derjenigen Stelle im System entstehen lassen und definiren, 
an welcher sie das Verhalten derselben zu den Bestimmungsstücken 
und anderen Gebilden untersuchen wollen. Nach meinem Dafür- 
halten aber hat das Lehrbuch aus wissenschaftlichen Gründen die 
Formenlehre und das System jedes für sich darzustellen, der münd- 
liche Unterricht aber aus pädagogischen Rücksichten nach zweck- 
mässiger Methode beide zu verbinden. Doch bis jetzt ist mir nur 
ein einziges für höhere Anstalten bestimmtes Lehrbuch der Geo- 
metrie zu Gesicht gekommen, welches in dieser Art und Weise ab- 
gefasst ist; es ist das von Steffenhagen. Wird ein solches Lehr- 
buch dem Unterrichte zu Grunde gelegt, so kann der Lehrer nach 
Umständen Formenlehre wie Syntax jedes für sich in ununterbro- 
chenem Zusammenhange hinter einander durchnehmen, oder mit 
jedem Abschnitt des Systems gleichzeitig den entsprechenden der 
Formenlehre verbinden, er kann also den Vorschriften der strengen 
Wissenschaft wie der guten Lehrmethode gerecht werden. Der 
Schüler aber, der sich auf allen Unterrichtsstufen desselben Lehr- 
buchs bedient, wird mit demselben nothwendig vertrauter, als bei 
einem Wechsel möglich ist, und er wird sich auch den Inhalt des- 
selben gründlicher und fester aneignen, wenn der Lehrer die in 
den unteren Classen etwa mit methodischer Auswahl durchgenom- 
menen Lehren in einer höhern Classe noch einmal im wissen- 
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Bchaftlichen Zusammenhange durchnimmt und dabei das früher 
vom Schüler etwa halb oder falsch Verstandene ergänzt oder be- 
richtigt. Wie ein Diesterweg, Grassmann und andere Pesta- 
lozzianer beginne man den geometrischen Unterricht mit einer 
zusammenhängenden Formenlehre auch auf höheren Schulen, doch 
— da der Unterricht hier selbst in den unteren Classen wenig- 
stens einen wissenschaftlichen Charakter haben und zur wissen- 
schaftlichen Auffassung vorbereiten und befähigen soll — nicht in 
der Weise, dass der Schüler bloss zur sinnlichen Anschauung und 
bildlichen Darstellung concreter Gestalten durch Zeichnung ange- 
halten, sondern auch schon zur reinen Vorstellung der abstracten 
Gebilde , ja selbst zu den Grundvorstellungen der Geometrie hin- 
geleitet wird. Der Werth, welchen das Studium der Geometrie 
für das anderer Wissenschaften und für die formale Geistesbildung 
überhaupt hat und welchen Plato so hoch anschlug, dass er die 
Worte: Ovdslg ayBCHfiivQTitog elglro) über den Eingang zu seiner 
Akademie setzte, ist nicht so sehr in der Uebung, welchen sie im 
logisch richtigen Definiren und Schliessen verschafft, zu suchen, 
als vielmehr in der steten Aufforderung und Anleitung, welchen 
sie zum abstracten Denken überhaupt giebt und wozu der zwi- 
schen dem Grobsinnlichen und Reingeistigen liegende geometri- 
sche Lehrstoff, die abstracten Formen der concreten Dinge, besser 
geeignet ist, als irgend etwas Anderes. Wo also, wie auf den höhe- 
ren Schulen, die formale Bildung des Geistes der Hauptzweck des 
geometrischen Unterrichtes ist, da muss — weil man Schwimmen 
eben nur durch Schwimmversuche lernt — der Schüler auch zu 
abstracten Denkübungen angehalten werden. Während es aber 
dem Schüler der unteren Classen an dem zur Auffassung der geo- 
metrischen Grundvorstellungen nöthigen Abstractionsvermögen feh- 
len soll, fehlt es dem in den höheren Classen an der zur Beschäf- 
tigung mit den nun sogenannten Anfangsgründen nöthigen Zeit 
und Lust. Eine Folge solchen Verfahrens ist, dass die An- 
fangsgründe, die Grundvorstellungen meist eher alles Andere 
sind als eben gründlich. Schwer für den Ungeübten ist jedoch 
nach meiner Erfahrung mehr das Fassen, das Begreifen des Ab- 
stracten als das Abstrahiren selbst, und bei methodischer Anlei- 
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tung bietet eben die Geometrie zum Abstrahiren die leichteste 
Uebung. — 

So viel über den ersten Theil; über den zweiten und dritten 
Theü genüge Folgendes. 

Die sonst nur bei krummen Linien in Betracht gezogenen 
Eigenschaften der Goncavität und Convesität, der Inflexion und 
des Schnabels etc. habe ich der grossem Anschaulichkeit willen 
bei den gebrochenen Linien *) bestimmt und die Gollinearität, Re- 
ciprocität, Affinität wegen ihres Zusammenhanges mit der Con- 
gruenz (Symmetrie) **) und Aehnlichkeit in der Formenlehre defi- 
nirt, weil bei der Bearbeitung der Formenlehre vde des Systems 
folgende Worte des genialen Steiner leitend für mich gewesen sind. 

„Wenn Jemand alle bis jetzt bekannt gewordenen Sätze und 
Aufgaben nach den bisher üblichen Vorschriften zu beweisen und 
zu lösen sich vornehmen wollte, so wäre dazu viel Zeit und Mühe 
erforderlich, und am Ende hätte man doch nur eine Sammlung 
von aus einander liegenden, wenn auch sehr scharfsinni* 
genEunststücken, aber kein organisch zusammenhängen- 
des Ganze zu Stande gebracht. Gegenwärtige Schrift 
hat es versucht, den Organismus aufzudecken, durch wel- 
<;hen die verschiedenartigsten Erscheinungen in der 
Eaumwelt mit einander verbunden sind. Es giebt eine 
geringe Zahl von ganz einfachen Fundamentalbeziehun- 
gen, worin sich der Schematismus ausspricht, nach wel- 
chem sich die übrige Masse von Sätzen folgerecht und 
ohne alle Schwierigkeit entwickelt. Durch gehörige An- 
eignung der wenigen Grundbeziehungen macht man sich 
zum Herrn des ganzen Gegenstandes; es tritt Ordnung in 
dasChaos ein, und man sieht, wie alleTheilenaturgemäss 
in einander greifen, in schönster Ordnung sich in Reihen 



*) Wie in d^r Analysis öle Differenzenrechnung der Differentialrechnung 
vorausgeht und sie veranschaulicht, so in der Geometrie die gebrochene 
Linie der krummen. 

**) Wegen der gleichen Beschaffenheit der Ebene auf ihren beiden 
Seiten hebt sich der durch die Symmetrie gesetzte Gegensatz von selbst 
wieder auf und lässt die Symmetrie in der Ebene als blosse Gongruenz 
erscheinen; im Räume aber nicht. 
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stellen und verwandte zu wohl begrenzten Gruppen sich 
vereinigen. Man gelangt auf diese Weise gleichsam in 
denBesitz derElemente, von welchendieNatur ausgeht*), 
um mit möglichster Sparsamkeit und auf die einfachste 
Weise den Figuren unendlich viele Eigenschaften verlei- 
hen zu können. Hierbei macht weder die synthetische 
noch die analytische Methode den Kern der Sache aus, 
der darin besteht, dass die Abhängigkeit der Gestalten 
von einander und die Art und Weise aufgedeckt wird, wie 
ihre Eigenschaften von den einfacheren Figuren zu den 
zusammengesetzteren sich fortpflanzen. Dieser Zusam- 
menhang und Uebergang ist die eigentliche Quelle aller 
übrigen vereinzelten Aussagen der Geometrie.** 

Die einfachsten räumlichen Gebilde aber, auf welche aUe an- 
deren zurückzuführen sind, sind der Raum selbst, die Ebene, die 
Gerade und der Punkt, oder in umgekehrter Ordnung und nicht 
bloss abstract, sondern begrifflich concret vorgestellt, der Punkt, 
die gerade Punktreihe, der ebene Strahlenbüschel, der räumliche 
Strahlenbüschel, der Ebenenbüschel und der Büschelraum. Von 
diesen Gebilden, die er Grundgebilde nennt, sagt Steiner, dass 
sie in der That die eigentliche Grundlage der synthetischen Geo- 
metrie seien. Und wirklich bezieht man, sie zu 2, 3 . . . combini- 
rend, die Elemente dieser Grundgebilde auf einander und betrach- 
tet zugleich die continuirlich gebrochenen Linien und Flächen als 
gekrümmt, so ergeben sich sämmtliche bisher aufgefundenen Wahr- 
heiten nicht mehr im chaotischen Durcheinander vereinzelt, son- 
dern mit consequenter Nothwendigkeit in schönster Ordnung ver- 
bunden, und zugleich verschwindet auch der Schein des zufälligen, 
sinnlosen Thuns, der nach der Philosophen (Hegel und Tren- 
delnburg) Ansicht der geometrischen Hülfsconstruction anhaftet 

Das wäre in Kürze das, was ich gewollt habe. Ob und wie 
weit ich's erreicht, mögen Andere sagen. Sie würden sicher Nichts 
zu tadeln finden, thaten's Wille und Fleiss allein. Möge die Auf- 
nahme eine freundliche seinl 



*) und diesen nachzugehen, das ist eben die rechte Methode (^^d-o«fo(), 
Nachgehen, Nachspüren, Nachforschen. 
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Der Baum überhaupt und seine Bestimmungen. 



Erstes Buch. 
Qualitative Bestimmungen des Raumes. 

Erstes Capitel. 

I. Der Raum in objectiver Bestimmung. 

1. Der Weltraum ist das, worin alles Sinnliche ausser und ne- 
ben einander ist, und was zugleich in allem Sinnlichen ausser und 
neben einander ist*). 

2. Der Raum ist das In- und Ausser- und Nebeneinandersein **), 
und das In- und Ausser- und Nebeneinanderseiende ist das Räumliche. 



*) Menschen sind in einem Zimmer ausser und neben einander und ausser und 
neben anderen sinnlichen Gegenständen. Das Zimmer mit allem darin Befindlichen ist 
ausser und neben anderen im Hause , letzteres wieder ausser und neben anderen Häu- 
sern in einer Strasse, welche ausser und neben anderen Strassen in der Stadt ist etc. 
Endlich ist die Welt, d. h. das System der Weltkörper und alles Sinnliche überhaupt 
ausser und neben einander im Weltraum. Dieser ist also zunächst das, worin 
alles Sinnliche ausser und neben einander ist. Dann aber, insofern man sagt, alles 
Körperliche, Sinnliche nehme Raum ein, hat es auch Raum in sich, und danach ist 
der Weltraum zweitens auch das, was in allem Sinnlichen ausser und neben einan- 
der ist. 

**) Diese Definition des Raumes schlechthin ist aus der Vorstellung des Welt- 
raumes mittelst der Abstraction vom sinnlichen Inhalt hervorgegangen. Man abstra- 
hirt eine Eigenschaft oder abstrahirt von den anderen Eigenschaften eines Dinges, 
wenn man von d6h letzteren ab- und auf jene eine allein hinsieht und diese eine 
allein in Betracht zieht. So kann man die Süssigkeit des Zuckers in Betracht ziehen, 
ohne dessen Härte, Farbe etc. zu berücksichtigen. Wer einen Gegenstand genau er- 
kennen wiU, muss dies auf dem Wege der Abstraction thun, d. h. nach und nach, 
erst die eine Eigenschaft, dann die andere und schliesslich allesammt in ihrer Concre* 
tion. Das Abstracte beim Erkennen ist zwar nur durch das Denken (nämlich das ab- 
stracte), aber nicht bloss in Gedanken, sondern hat auch äusseres Dasein, Existenz, 
z. B. die Süssigkeit im Zucker, Honig etc., so auch der Raum. Der Logiker abstra- 
hirt, der Chemiker extrahirt z. B. die Süssigkeit des Zuckerrohrs. — Da das Wesen 

Müller, Grundvoratelluiigen der Geometrie. ^ 
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3. Die beiden Momente (Bestimmungen) des In- und Aussereinan- 
derseins, welche im Räume neben *) einander seiend, vereinigt, concret, 
untrennbar verbunden sind, können deshalb doch jedes abstract 
für sich gedacht werden. Abstract, für sich, jedoch als Raum- 
bestimmung gedacht, heisst das Aussereinandersein, insofern es als räum- 
lich zugleich auch Ineinandersein ist, die Extension; dagegen das 
Ineinandersein , insofern es als räumlich zugleich auch Aussereinander- 
sein ist, die Intension**). 

Der Raum ist also extensiv und intensiv; er ist extensiv (aus- 
gedehnt), heisst, er ist aussereinander; er ist intensiv, heisst, er ist 
ineinander. 

4. Der Weltraum, als die Welt enthaltend, ist erfüllter Raum. 
Derselbe ist zugleich concreter, dem Inhalt verwachsener, von dem In- 
halt zwar zu unterscheiden, abernicht davon geschieden, getrennt. 
Lässt man aber bei denkender Betrachtung des Weltraumes den Inhalt 
unberücksichtigt, Bo wird der erfüllte Raum zum leeren, insofern er 
nur Raum und nichts Anderes, oder zum reinen, insofern er nur 
sich selbst***) enthält. Je nachdem der leere, reine Raum noch in 
äusserer Existenz gedacht oder nur in Gedanken gesetzt wird. 



überhaupt in den Verhältnissen zur Erscheinung kommt und erkannt wird, so wird 
auch das Wesen des Raumes in seinen Verhältnissen erscheinen und zu erkennen sein. 
Betrachtet man daher die Verhältnisswörter des Raumes, so zerfallen sie — von denen der 
Bewegung abgesehen — in zwei Gruppen, von denen die erste nur die Verhältnisse 
der besprochenen Gegenstände (Objecto), die zweite zugleich aber auch Be- 
ziehungen zum Sprechenden (Subjecte) ausdrückt. Sieht man bei diesen letzteren von 
den Beziehungen zum Subjecte ab, so erhält man ihren objectiven Kern, der kein anderer 
ist als das durch ausser bezeichnete Verhältniss. Die Präposition ausser bezeich- 
net das allgemeine Wesen der subjectiven Präpositionen und eben so sehr aller ob- 
jectiven mit Ausnahme der einzigen in. Denn an ist nur ein berührendes Ausser, zwi- 
schen ein mittleres Ausser, ein Ausser innerhalb zweier anderer, ein eingeschlosse- 
nes Ausser, während um dasjenige Ausser ist, welches ein mittleres einschliesst u. s. w. 
Zwischen und um enthalten eine Vermittlung des In und Ausser. Das allgemeine 
Wesen der räumlichen Verhältnisse wird ausgesprochen durch in und ausser; aber 
im Unterschiede vom Wesen der Zeit, welche auch durch in und ausser ausgedrückt 
wird, ist der Raum noch zugleich ein Neben-, die Zeit ein Nacheinandersein. 

*) Neben in dieser Verbindung ist der Repräsentant aller subjectiven Präpositio- 
nen des Raumes, was dadurch gerechtfertigt wird, dass durch veränderte Stellung 
oder Lage des Subjects vor und hinter, oben und unten zu einem neben werden. 

**) Die Extension dehnt sich von Innen nach Aussen, die Intension von Aussen 
nach Innen. Vermöge der Intension kann der Raum zur Fläche, Linie und zum Punkte 
werden, vermöge der Extension der Punkt zur Linie, die Linie zur Fläche, die Fläche 
zum Raum. Am intensivsten ist der Raum mit allen seinen Eigenschaften im Punkte, 
am extensivsten im unendlichen Räume. Der Raum ist extensiv, insofern er in den 
Flächen, Linien, Punkten ausser sich ist; er ist intensiv, insofern er in jeder Fläche, 
Linie, jedem Punkte in sich ist. 

***) Ein leeres Glas enthält kein Wasser, Bier; reines Glas enthält keine Bei- 
mengung; so enthält auch reines Wasser, reines Gold nur sich selbst, kein Salz, kein 
Silber. 
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— in der Einbildung, Phantasie — ist der leere Raum entweder ab- 
stracter (äusserer) oder ideeller (innerer). 

5. Wie der concrete, unmittelbar gegebene Raum, so ist auch der 
abstracte, durch Abstraction vermittelte, nur ein einziger; dagegen 
kann der ideelle durch die freie, schöpferische Kraft der Einbildung, 
Phantasie gesetzte, beliebig oft erzeugt und nach Willkür gesezt 
werden. 

6. Der Weltraum ist durch die materiellen Dinge, welche in ihm 
ausser einander sind und in denen er ausser einander ist, in sich un- 
terschieden. Nennt man denTheil des Weltraumes in einem physischen 
Körper zum Unterschied nicht sowohl vom Weltraum, der ausser dem 
physischen Körper ist, als vielmehr vom physischen Körper selbst, einen 
geometrischen Körper*), so ist der Weltraum durch die vielen phy- 
sischen Körper auch zugleich für die Abstraction in viele geometrische 
unterschieden, so wie durch einen jeden der letzteren in den Weltraum 
oder Baum in und ausser, oder — da der Unterschiedenen jedesmal 
nur zwei sind — innerhalb und ausserhalb desselben. In diesem 
durch einen Körper bedingten Unterschiede tritt das Wesen des Welt- 
raumes und Raumes überhaupt hervor, und er erscheint darin als das, 
was er eigentlich, an sich ist, nämlich als In- und Aussereinander- 
sein. Denn während der Weltraum durch den Körper als ein Innerhalb 
und Ausserhalb neben einander, also als Aussereinandersein erscheint, 
so erscheint das Innerhalb und Ausserhalb doch nur in dem einen 
Welträume neben einander und der eine Weltraum in beiden, also als 
Ineinander. 

Die Untrennbarkeit und innere Einheit der im Räume Unterschie- 
denen kommt auch äusserlich zum Vorschein als Grenze. 

7. Wie in der Grenze**) von Etwas überhaupt dies Etwas an- 



*) Einen geometrischen Körper betrachtet man, wenn man bei einem physischen 
von allem Andern absieht, was nicht Raum an ihm ist, also von Farbe, Geschmack, 
Gewicht etc., kurz von der Materie mit ihren sonstigen Eigenschaften, und nur den 
Kaum betrachtef , den er einnimmt. Im Gegensatz zu der Materie eines physischen 
Körpers, welche als in dem geometrischen Körper enthalten, als dessen Inhalt ange- 
sehen wird, nennen Einige den geometrischen Körper wohl die Form des physischen 
(Form zu einem Baustein, einer Fliutenkugel). Dann aber hat man später eine Form 
der Formen in Betracht zu ziehen, z. B. in der Lehre von der Aehnlichkeit, wie auch 
einen Inhalt (nämlich der Flächen und Räume), nachdem doch von allem Inhalt ab- 
strahirt und die blosse Form gedacht sein soll. Dieser Verwirrung wird von denen 
nicht abgeholfen, welche die geometrischen Körper Gestalten nennen, wie z. B. Tell- 
kampf die Aehnlichkeit in der Gleichheit der Gestalt findet. Wir werden diese Be- 
griffe im Folgenden unterscheiden. 

**) Deutschland und Frankreich hören in ihrer Grenze auf und fangen darin an, 
in der Grenze sind sie und zugleich auch nicht, ist Deutschland und Frankreich, sind 
beide eins und unterschieden ; ihre Grenze ist gemeinschaftlich, beide Grenzen sind eine, 
und die eine ist bdde. 

1* 
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ffingt und aufhört, ist und zugleich nicht ist, dies Etwas und sein An- 
deres ist, Beide aher eins und unterschieden sind, so hört auch in 
der Grenze des Raumes das Innerhalb wie das Ausserhalb auf, fangt je- 
doch darin eben so sehr auch an, ist darin und zugleich nicht darin, 
Beide sind darin eins und unterschieden. Die Grenze des Einen 
als Grenze auch des Andern ist gemeinschaftliche Grenze zwi- 
schen Beiden, die eino Grenze ist auch die andere, beide sind eine und 
eine ist beide. Insofern aber durch die Grenze ein Innerhalb und 
ein Ausserhalb gesetzt wird, heisst sie in Bezug auf jenes ein-, in Bezug 
auf dieses ausschliessende Grenze. Die einschliessende Grenze be- 
stimmt einfach durch den Satz, direct; die ausschliessende durch 
den Gegensatz, indirect; jene ist rein positiv, diese enthält die 
Negation. 

8. Insofern nun Innerhalb und Ausserhalb in der Grenze sind und 
nicht sind, aufhören und doch aufbewahrt bleiben, in ihr ein Ende 
nehmen, um in ihr wieder ihren Anfang zu nehmen, sagt man Inner- 
halb und Ausserhalb sei in der Grenze aufgehoben. Nimmt man 
weiter die Grenze als Mitte, so sind Innerhalb und Ausserhalb durch 
die Grenze vermittelt, vermittelst der Grenze, und in der ver- 
mittelnden Grenze zugleich als aufgehoben gedacht, sind sie Sei- 
ten. Die Grenze zwischen Innerhalb und Ausserhalb hat zwei Seiten, 
die innere, in welcher sich das Innerhalb, und die äussere, in wel- 
cher sich das Ausserhalb aufliebt. 

9. Da der Weltraum sowohl innerhalb als ausserhalb des Körpers 
ist und sein Wesen, das In- und Aussereinandersein , auf beiden Seiten 
der Grenze dasselbe ist, gleichartig ist, so ist die räumliche Grenze deS 
Körpers gleichgültige, quantitative*) Grenze. Die quantitative 
Grenze eines geometrischen Körpers begrenzt nicht bloss den innern 
Weltraum gegen den äussern, sondern auch den Weltraum in und ge- 
gen sich selbst. 

10. Heisst nun, was quantitativ in und gegen sich so begrenzt ist, 
dass es auf beiden Seiten der Grenze qualitativ dasselbe ist und die 
neue Grenze sich innerhalb der alten befindet, getheilt, so ist der 
Weltraum durch die Körper und in den Körpern mittelst deren Gren- 
zen getheilt und jeder geometrische Körper ist ein Theil des Weltrau- 
mes. Dieselbe Grenze, mittelst welcher ein geometrischer Körper, der 

*) Ktwas, z. B. ein Acker, kann quantitativ und qualitativ begrenzt werden. 
Quantitativ ist seine Grenze, wenn er wenigstens auf der einen Seite der Grenze Acker 
bleibt; qualitativ, wenn er wenigstens auf der einen Seite zu etwas Anderem wird, 
etwa zu Wald oder Wiese. Aendert man die quantitative Grenze des Ackers, so bleibt 
er, was er war, Acker ;^ ändert man die qualitative, so wird, etwas Anderes daraus, 
etwa Wald, Wiese etr. 
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Weltraum innerhalb des physischen, als ein Theil des Weltraumes be- 
stimmt wird, bestimmt auch zugleich den Weltraum ausserhalb des 
physischen Körpers als andern Theil. Beide Theile als durch die 
quantitative Grenze gesetzt und vermittelt, sind jeder für sich das- 
selbe, was das Ganze, also wie der Weltraum selber In- und Ausser- 
ein an der sein. Da aber der eine Theil, abgesehen von der Grenze, 
nur ausser dem andern, so sind sie für einander nur Aussereinan- 
dersein, das Ineinandersein hebt sich in der Grenze auf, sie sind In» 
und Aussereinanderseiende ausser einander. Das einfache Ausser- 
einandersein erscheint mittelst der Grenze in den Theilen als zweifaches 
Ausserein andersein. Was also durch die Grenze eigentlich unterschie- 
den und begrenzt wird, ist das Aussereinandersein , die Extension, 
die Ausdehnung der Theile. 

« 11. Insofern in jeder gemeinschaftlichen Grenze zweier Theile des 
Raumes die in der Grenze aufgehobene Einheit desselben fortbesteht, 
heisst der Raum continuirlich; discontinuirlich dagegen, insofern 
in jeder gemeinschaftlichen Grenze zweier Theile des Raumes die in 
der Grenze aufgehobene Zweiheit desselben fortbesteht. So viele phy- 
sische und geometrische Körper im Welträume sich finden oder gedacht 
werden, ebenso vielmal ist derselbe in zwei Theile getheilt. Nennt man 
jene zwei Theile des Raumes, die jedesmal dem Innerhalb und Ausser- 
halb eines und desselben Körpers entsprechen, zusammengehörige, 
insbesondere aber den einen den Innen-, den andern den Aussenraum 
des geometrischen Körpers, so sind von allen den vielen Theilen immer 
nur zwei als Innen- und Aussenraum zusammengehörig. Je zwei Theile 
ohne gemeinschaftliche Grenze heissen discret. 

12. Unterschieden durch Körper, wie es der Weltraum in sich 
ist, kann er ausser sich nicht sein, da kein Körper ausser ihm ist, alle 
vielmehr in ihm sind. Ohne ein Aussereinander ausser sich ist er nach 
Aussen auch nicht begrenzt, sondern unbegrenzt. 

13. Der leere, reine Raum — sowohl der durch Abstraction 
vermittelte, als der durch die Phantasie gesetzte — als ohne Inhalt, ist 
auch ohne Unterschied in sich, also unbegrenzt, zugleich aber auch 
ungetheilt. Abstrahirt man nur von der Materie der im Weltraum 
befindlichen oder zu denkenden physischen Körper, nicht aber von allem 
durch diese gesetzten Unterschiede in demselben, so erhält man den 
abstracten Raum mit den geometrischen Körpern. Nennt man den 
einem geometrischen Körper angehörigen Theil des Raumes einen 
Raum, so enthält demnach der Raum in den vielen geometrischen Kör- 
pern auch viele Räume. Durch die vielen Räume und ihre Grenzen 
ist der abstracte Raum gerade so wie der Weltraum durch die Körper 
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in sich unterschiedeD , begrenzt, getheilt. Auch gilt von der Grenze 
seiner Räume, was von den Grenzen der Körper im Weltraum galt, sie 
ist nämlich quantitative Grenze der Extension mit zwei Seiten , in wel- 
chen sich das Innerhalb und Ausserhalb aufheben. Dem abstracten 
Räume und seinen Räumen kommt auch die Continuität, Discontinuität, 
Discretion zu, wie dem Weltraum und seinen Theilen. Endlich ist der 
abstracte Raum, weU durch die Abstraction von jeder Ungleichartigkeit 
befreit, in sich und seinen Theilen auch gleichartig und gleichgül* 
tig. Ebenso ist nun wieder der ideelle Raum, weil leer und rein 
vom Gedanken gesetzt, gleich dem abstracten Räume unterschieds- 
los, unbegrenzt, ungetheilt, gleichartig und gleichgültig in 
sich. Aber wie der ideelle Raum selbst beliebig oft und willkürlich 
vom Gedanken gesetzt werden kann, so können die im abstracten Räume 
durch Abstraction vermittelten Räume nebst Grenzen bei der dei% 
Räume wesentlich zukommenden Gleichartigkeit und Gleichgültigkeit 
gleichfalls beliebig oft und nach Willkür gesetzt werden, so dass er 
also beliebig unterscheidbar, begrenzbar, theilbar und in seinen Thei- 
len continuirlich, discontinuirlich oder discret ist, unter den- 
selben Bedingungen wie der abstracte Raum oder der Weltraum. 

n. Der Raum in subjectiver Bestimmung. 

14. Der Mensch, weil leiblich, ist ebenfalls ein physischer Körper 
und demnach im Weltraum. Nach sich, als Mitte, also bloss subjec- 
tiv, ohne alle weitere Bestimmung einer objectiven Grenze, unterschei- 
det er sechs Gegenden*) oder Theile im Räume, nämlich ein Vorn, 
Hinten, Rechts, Links, Unten und Oben. Und indem man sagt, 
der Weltraum dehne sich gegen vorn, gegen hinten, gegen rechts, gegen 
links, gegen unten, gegen oben aus, legt man dem Welträume Aus- 
dehnung (3) nach sechs Gegenden oder sechs Ausdehnungen 
niich Gegenden bei; oder die Ausdehnung nach je zwei entgegenge- 
setzten Gegenden, d. h. nach vorn und hinten, nach rechts und links, 
nach unten and oben, als eine von vorn nach hinten, von rechts 



*) Mit den Gegenden beginnt der Mensch sich im Räume ebenso zu orientiren, 
zurechtzufinden, wie mit Hülfe der sogenannten Welt- oder Himmelsgegenden in der 
Welt oder am Himmel, am Horizont. Die Orientirung nach Gegenden ist noch keine 
völlig bestimmte, erst nur subjectiv und generell, noch nicht objectiv und speciell. 
Welcher Mittel zur weiteren Orientirung im Räume der Mensch sich bedient, ergiebt 
sich aus dem Folgenden. Die namentlich für die Lehre von den symmetrischen 
Raumgebilden unentbehrliche Raumbestimmung der Gegenden wird in geometrischen 
Schriften selten oder nie erwähnt; nur Euler sprichtim Appendix de superficiebus 
von plagis und regionibus, und Vincent in Nro. 43 der Introduction zu seinem Cours 
de Geometrie von r^gion de Pespace. 
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nach links, von unten nach oben ansehend, giebt man dem Welträume 
auch drei Ausdehnungen*) schlechtweg und überträgt solche auch auf 
den leeren, reinen Raum. Die drei Ausdehnungen nach Gegenden, in 
welche auf solche subjective Weise die absolute Ausdehnung, Exten- 
sion des Raumes unterschieden wird, heissen wegen dieser Beziehung 
auf das menschliche Subject und zum Unterschied von der absoluten 
relative, und im Unterschied von einander Länge, Breite und 
Höhe**), je nachdem es die nach vorn und hinten, oder nach rechts 
und liuks, oder nach unten und oben ist. 

15. In Folge dessen, dass der Raum sowohl intensiv als extensiv 
ist, ist jedes Paar entgegengesetzter Gegenden in sich und nach den 
beiden anderen Paaren zugleich ausgedehnt, mit den beiden anderen 
Paaren untrennbar verbunden. Nur durch Abstraction kann man sie 
unterscheiden und auseinander halten, in concreto, in Wirklichkeit 
durchdringen sich die Gegenden, so dass z. B. das Vom zugleich rechts 
oder links, unten oder oben ist, das Rechts zugleich auch vorn oder 
hinten, unten oder oben etc. Dies Verbunden- und Ineinandersein der 
Gegenden hat man im Sinne, wenn man im gewöhnlichen Leben von 
rechts oben, links oben, vorn rechts, vorn links, unten links, unten 
rechts etc. spricht. Desgleichen ist ein Räumliches z. B. ein Buch, wo 
es lang ist, auch breit und dick, und wo dick, auch lang und breitete. 
In der Mitte aber sind alle Gegenden in einander, wie in den Gegen- 
den die Mitte als Aussereinander ist. Da die Gegenden als subjective 



*) Hegel bringt die drei Ausdehnungen des Raumes mit den drei Begriifsmo- 
menten — der Allgemeinheit, Besonderheit und Einzelheit — in Verbindung. Andere, 
die den Raum als nach Richtungen ausgedehnt betrachten, legen ihm unendlich 
viele Ausdehnungen bei. Die Gegenden aber verhalten sich zu den Richtungen des 
Raumes wie die Himmelsgegenden zu den Cardinalpunkten des Horizontes und den 
Compassstrichen. Achtet man auf den Unterschied zwischen Ausdehnung nach Gegen- 
den und Richtungen, so lässt sich der scheinbare Widerspruch in den Angaben der 
Anzahl von Raumausdehnungen leicht lösen. Von der Richtung wird später bei der 
geraden Linie die Rede sein, wie auch über den Unterschied und Zusammenhang der 
drei Ausdehnungen mit den drei Abmessungen geometrischer Körper das Nöthige ge- 
sagt werden. — Dans tous les traites de geometrie on emploie les d^nominations 
d'etendue i une dimension (la longueur), d'etendue a deux dimensions (la longueur et 
la largeur) , d'etendue k trois dimensions (la longueur , la largeur et la hauteur, que 
Pon nomme aussi epaisseur ou protondeur) pour designer Petendue des lignes, des sur- 
faces ou des corps. Mais nous avons devoir omettre ici ces denominations a cause de 
l'impossibilit6 d'en rendre raison, pour lemoment, d'une maniere rigoureuse. Vincent. 

♦*) Im gemeinen Leben unterscheidet man Tiefe und Dicke noch von Höhe da- 
durch, dass bei der Tiefe die Ausdehnung von oben nach unten betrachtet wird, bei 
der Höhe aber von unten nach oben, bei der Dicke aber an eine Höhe oder Tiefe von 
geringer Grösse gedacht wird, z. B. bei einem Buche, Brette. Zuweilen wird mit Hin- 
tenansetzung aller subjectiven Beziehung die grösste Ausdehnung Länge, die kleinste 
Dicke, die mittlere Breite genannt. Bei einem Hause spricht man von Höhe, Tiefe 
und Länge oder Breite. Bei einem Thurm, Baum etc. ist nur von Höhe und Dicke 
die Rede. Bei einer Kugel? 
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Raumbestimmungeii an der objectiven Beschaffenheit des Raumes nichts 
ändern , so ist der Raum nach allen Gegenden hin gleichartig, gleich- 
gültig, überhaupt von einerlei Beschaffenheit. 



Zweites Capitel. 

Ein Raum und seine Qrenzen. 

16. Die nach allen sechs Gegenden hin vollständige Grenze des 
Innen- und Aussenraumes eines geometrischen Körpers (11) heisst zum 
Unterschiede von anderen Grenzen Oberfläche, und ein Theil dieser 
letztern Grenzfläche an dem geometrischen Körper, zu dessen Gren- 
zen sie gehört. Oberfläche und Grenzfläche begreift man zusammen 
unter dem gemeinschaftlichen Namen Fläche eines geometrischen 
Körpers. Mit den vielen geometrischen Körpern sind auch viele Ober- 
flächen und Grenzflächen im abstracten Räume gegeben und danach 
beliebig viele im idealen Räume zu setzen. Und da ein geometrischer 
Körper wie der Raum überhaupt beliebig in und gegen sich begrenzt 
werden kann, so sind auch im geometrischen Körper unendlich viele 
Grenzen, also Flächen zu setzen. 

17. Eine Oberfläche wie auch eine Grenzfläche ist Grenze der Ex- 
tension des geometrischen Körpers nach je zwei entgegengesetzten 
Gegenden. Die so begrenzte Ausdehnung nach zwei Gegenden ver- 
schwindet in ihr, wird in ihr aufgehoben und es bleibt statt der Aus- 
dehnung des Körpers nach sechs Gegenden für die Oberfläche und Grenz- 
fläche, also für die Fläche eines geometrischen Körpers überhaupt 
nur eine Ausdehnung nach vier Gegenden*) oder vier Ausdehnun- 
gen nach Gegenden, oder je zwei der Ausdehnungen nach entgegenge- 
setzten Gegenden wieder als eine Ausdehnung betrachtet, zwei Aus- 
dehnungen schlechtweg. Mit der Ausdehnung nach einer Gegend 
wird diese Gegend selbst in der Oberfläche oder Grenzfläche eines geo- 
metrischen Körpers überhaupt aufgehoben als Seite **), ganz so wie sich 
in (8) das Ausserhalb und Innerhalb in der äussern und innern Seite 

. aufhob. Die Seite ist die der Oberfläche oder Grenzfläche gebliebene 

io.. 



II ov o. 

-fiill tHr^ So unterscheidet man an der Fläche des Horizonts vier Himmelsgegenden. 
otrifil^Ä^ 'SiHe cS^te ist an der Fläche und mittelst dieser am Körper. Die Gegend ist 
»ivi'^ex'^itii. ^'Dieser (Jnterschied ist unbeachtet gelassen, wenn man sagt, der Raum 
dsbi^ diob ndiski sAleti tBeiten hin aus, statt von allen Seiten eines Körpers nach allen 
Gegenden. 
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Spur*) der Gegend, nach welcher die Ausdehnung des Innen- und 
AuBsenraumes des geometrischen Körpers aufgehoben ist. Da die Ober- 
fläche und Grenzfläche, wie die Fläche eines geometrischen Körpers über- 
haupt, die Ausdehnung des Raumes nach zwei Gegenden hin aufheben, so 
müssen sie auch zwei Seiten haben, von denen die eine dem Innen- 
raum des geometrischen Körpers zugekehrte die innere, die andere die 
äussere heisst. Nach den Gegenden, die sich in den Seiten aufheben, 
heissen letztere auch die vordere oder hintere, linke oder rechte, 
obere oder untere Seite. Eine Fläche heisst ebeneFläche oderEbene 
schlechtweg, wenn sie auf beiden Seiten in ihrer ganzen Ausdehnung 
nach allen vier Gegenden dergestalt von einerlei Beschafienheit ist, dass 
die beiden Seiten mit den zugehörigen Raumtheilen oder ohne diesel- 
ben mit einander vertauscht werden können. Da aber eine Fläche als 
gemeinschaftliche Grenze zwischen den Räumen auf l3eiden Seiten nach 
(7) als zweifache erscheint, so werden zwei Ebenen und die auf bei- 
den Seiten derselben befindlichen Räume mit jeder Seite und nach jeder 
Raumgegend hin dergestalt auf einander gelegt werden können, dass 
sie wieder nur eine Ebene und einen Raum bilden. Jeder der beiden 
Raumtheile zu beiden Seiten einer Ebene ist dem andern gleich, also 
die Hälfte des ganzen Raumes oder ein Halbraum**). 

18. Die Oberfläche wie die Grenzfläche und Fläche eines geometri- 
schen Körpers überhaupt ist in ihren zwei Ausdehnungen, was der Raum 
und der geometrische Körper in allen drei Ausdehnungen war, gleich- 
gültig, stetig und theilbar in sich. 

19. Die Grenzfläche als Theil (10) einer Oberfläche ist noth wen- 
dig begrenzte Fläche und zwar vollständig, d. h. nach allen vier Ge- 
genden begrenzte Fläche am geometrischen Körper. 

20. Abstrahirt man bei einer Oberfläche, Grenzfläche oder begrenz- 
ten Fläche an einem geometrischen Körper von diesem letzteren, so 
wird die Oberfläche zur in sich zurücklaufenden Fläche im Räume, 
die Grenzfläche am geometrischen Körper aber zur begrenzten Fläche 
im Räume oder zur begrenzten***) Fläche schlechtweg. Zum 



*) Das Wort „Spur" ist hier in anaJoger Weise bei den Gegenden angewendet, 
wie in der analytischen Geometrie, wenn man den Schnitt einer Fläche mit einer 
Ebene als Spur bezeichnet. 

**) Welche Definition der Ebene die einzelnen Geometer auch gegeben haben, 
Jeder ohne Ausnahme kommt auf diese Eigenschaft zurück und kann ohne sie die 
geometrischen Fundamentalsätzc der Congruenz theil s nur mangelhaft beweisen, theils 
gar nicht. Alles Klappen und Drehen der Ebene und ihrer Gebilde setzt diese Defi- 
nition voraus. 

***) Durch Abstraction gelangt man, da die physischen Körper endlich sind, nur 
zur begrenzten Fläche. Die physische Oberfläche oder Grenzfläche ist ein physischer 
Körper, dessen eine Ausdehnung in Vergleich zu den beiden anderen gering ist, z. B. 
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Unterschiede von der concreten Oberfläche oder Grenzfläche am Körper 
kann man die in sich zurücklaufende und begrenzte Fläche, wenn sie 
im Räume für sich gedacht werden, auch die abstracto nennen. 

21. Wie man die concreto Oberfläche oder Grenzfläche im Gedanken 
zur abstracten werden lässt, so kann man umgekehrt jede abstracte in 
sich zurücklaufende oder begrenzte Fläche wieder zur concret-en werden 
lassen, indem man sie wieder als Grenze eines geometrischen Körpers *) 
denkt. 

22. Auch die in sich zurücklaufende und begrenzte Fläche im 
Räume ist gleichgültig, stetig, theilbar in sich, auch hat sie zwei Seiten. 
Obgleich die zwei Ausdehnungen der Fläche ebenso gut auch Länge 
und Breite, oder Breite und Höhe heissen könnten, und zuweilen auch 
so heissen, so werden sie doch meist Länge und Höhe**) genannt. 

Die beiden Seiten der begrenzten Fläche müssen demnach, da sie 
ohne Körper nicht mehr, wie allenfalls noch bei der zurücklaufenden 
Fläche geschehen kann, als innere und äussere bezeichnet werden kön- 
nen, nach den in ihnen aufgehobenen Gegenden als die rechte und linke 
bezeichnet werden, wenn die Breite, d. h. die Ausdehnung nach rechts 
und links verschwunden und nur die Länge und Höhe, d. h. die Aus- 
dehnung nach vorn und hinten, nach unten und oben geblieben sein 
soll. Jedoch hat diese Unterscheidung der Seiten bei einer Fläche in 
der Raumlehre keinen besondern Werth. 

23. Die Grenze einer nach allen vier Gegenden in einer Oberfläche 
begrenzten Fläche heisst Umfangslinie oder bloss Umfang der be- 
grenzten Fläche, und ein Theil dieses Umfanges heisst Grenzlinie der 
Fläche, zu deren Umfang sie gehört. Umfangslinie und Grenzlinie be- 
greift man zusammen unter dem gemeinschaftlichen Namen Linie an 
einer begrenzten Fläche. Wie der Oberflächen und Grenzflächen sind 
auch der Umfangs- und Grenzlinien im abstracten Räume viele gegeben 
und im idealen beliebig viele zu setzen. Und da eine Fläche wie der 
Raum überhaupt beliebig in und gegen sich begrenzt werden kann, so 
sind auch in einer Fläche unendlich viele Grenzen, also unendlich viele 
Linien zu setzen. 



die abgezogene Haut eines Thieres. Ein Blatt Papier, Blech etc. sind physische Flä- 
chen und können zur Versinnlichung der geometrischen dienen. 

*) So kann z. B. die cylindrische, konische, sphärische etc. Fläche als Cylinder, 
Kegelmantel, Kugeloberfläche etc. und das Dreieck, Viereck etc. als Grundfläche einer 
Pyramide, eines Prismas gedacht werden. 

**) In der Geometrie spricht man nämlich bei Flächenfiguren, z. B. dem Dreieck, 
Parallelogramme, von Grundlinie und Höhe. Da nun bei der Linie, wie wir bald 
sehen werden, die Ausdehnung Länge genannt wird, so sind demnach Länge und Höhe 
als die beiden gebliebenen Ausdehnungen der Fläche anzusehen, dagegen die Breite als 
die aufgehobene. 
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24. In der Umfangslinie und Grenzlinie ist die Fläche gegen sich 
selbst begrenzt, in den Seiten aber gegen ein Anderes, den Raum, 
also in der Umfangs« und Grenzlinie quantitativ, dagegen in den 
Seiten*) qualitativ begrenzt und bestimmt. Aendert eine Fläche die 
Seiten, so ändert sie ihre Qualität (eben oder 'krumm), ändert sie ihre 
Umfangs- oder Grenzlinie, so ändert sie im Allgemeinen ihre Quantität 
(grösser oder kleiner). 

25. Eine Umfangslinie wie auch eine Grenzlinie ist Grenze der 
Ausdehnung der Fläche nach zwei entgegengesetzten Gegenden, ent- 
weder — da wir von den Ausdehnungen des Raumes für die Fläche 
nur Länge und Höhe beibehalten haben — der Länge nach vorn und 
hinten, oder der Höhe nach unten und oben. Die so begrenzte Aus- 
dehnung nach zwei Gegenden verschwindet in der Umfangs- und in 
der Grenzlinie, wird in ihr aufgehoben, und es bleibt statt der Ausdeh- 
nung der Fläche nach vier Gegenden nur noch eine nach zwei Gegen- 
den, zwei Ausdehnungen nach entgegengesetzten Gegenden, oder diese 
beiden Ausdehnungen nach entgegengesetzten Gegenden als eine ge- 
dacht, nur eine Ausdehnung überhaupt. Da mit der Ausdehnung 
nach einer Gegend letztere auch wieder selbst als Seite in der Umfangs- 
und Grenzlinie, wie auch in der Linie an einer Fläche überhaupt auf- 
gehoben wird: so erhält die Umfangs- und Grenzlinie wie die Linie an 
der Fläche überhaupt vier Seiten, da ihr auch die beiden Seiten der Fläche 
geblieben sind. Die neuen durch Auf hebung zweier Gegenden der Fläche 
entstandenen Seiten in Beziehung zu den Flächentheilen, je nachdem sie 
nämlich ihnen zugekehrt oder abgewandt sind, heissen innere oder 
äussere; dagegen in Beziehung zu den Gegenden, der Fläche, welche 
sich in den Seiten auf heben, die untere und obere, da man nämlich, der 
Linie in der Regel nur die Längenausdehnung beilegend, die Höhe aber 
als die verschwundene Ausdehnung, folglich die untere und obere Gegend 
als die aufgehobene ansieht. Demnach hat die Umfangs- und Grenzlinie 
oder die Linie an der begrenzten Fläche überhaupt vier Seiten, in denen 
sich vier Gegenden aufgehoben haben, eine rechte, linke, obere und untere, 
aber nur eine Ausdehnung, die Länge'*'*). Eine Linie heisst gerade 



*) Es ist wohl zu beachten, dass die Seiten einer Fläche nicht in dem geyvöhn- 
lichen Sinne genommen sind, wo man die begrenzenden Geraden eine Flächenfigur, 
z. B. eines Dreiecks, Vierecks etc., also die Seitenlinien kürzer auch bloss Seiten nennt, 
sondern im Sinne von Nro. 8, in welchem Sinne auch das gemeine Leben den Aus- 
druck „Seiten" gebraucht. 

**) Wenn man die Ausdehnung der Linie nicht als Länge ansieht, sondern auch 
als Breite und Höhe, so kann man die vier Seiten der Linie auch als vordere, hintere, 
obere und untere, oder als rechte, linke, vordere und hintere ansehen und bezeichnen. 
Das einfachste Mittel, über die Gegend der Ausdehnung und die Seiten einer Linie 
sich zu orientiren, ist, sich der Länge nach in die Linie gelegt zu denken. 
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Linie oder Gerade schlechtweg, wenn sie von der Beschaffenheit ist, dass 
jfede sie enthaltende Ebene auf ihren beiden Seiten in ihrer ganzen Aus- 
dehnung nach den beiden entgegengesetzten Gegenden von einerlei Be- 
schaffenheit ist, und dass die beiden Seiten mit den zugehörigen Ebe- 
nentheilen oder ohne dieselben mit 'einander vertauscht werden können. 
Da aber eine Linie als gemeinschaftliche Grenze zwischen den Ebenen- 
theilen auf beiden Seiten nach (7) als zweifache erscheint, so werden 
zwei Geraden und die auf beiden Seiten der Geraden befindlichen Ebe- 
nentheile mit jeder Seite und nach jeder Gegend hin dergestalt auf ein- 
ander gelegt werden können, dass sie wieder nur eine Gerade und eine 
Ebene bilden *). Jeder der beiden Ebenentheile zu beiden Seiten einer 
Geraden ist dem andern gleich, also die Hälfte der ganzen Ebene oder 
eine Halbebene**). 

26. Die Umfangs- und Grenzlinie oder die Linie an einer begrenz- 
ten Fläche überhaupt ist in ihrer einen Ausdehnung noch , was der 
Raum in seinen dreien und die Fläche in ihren zweien ist, nämlich 
gleichgültig, stetig und theilbar in sich. 

27. Die Grenzlinie als Theil einer Umfangslinie ist nothwendig 
begrenzte Linie. 

28. Abstrahirt man bei einer Umfangs- oder Grenzlinie oder bei 
einer Linie an einer Fläche, überhaupt von der Fläche, deren Grenze 
sie bildet, so wird die Umfangslinie zu einer in sich zurücklaufen- 
den Linie im Räume, die Grenzlinie an der Fläche aber zur be- 
grenzten Linie im Räume oder zur begrenzten ***) Linie schlecht- 
weg. Man kann die in sich zurücklaufende und die begrenzte Linie 
schlechtweg auch die abstracto Umfangs- oder Grenzlinie nennen zum 
Unterschied von der concreten an der Fläche. 

29. Wie man die concreto Umfangs- und Grenzlinie im Gedanken 
zur abstracten machen kann, so umgekehrt auch die abstracto wieder 
zur concreten, indem man die erst weggedachte Fläche wieder hinzu- 
denkt oder durchlegt, wie man gewöhnlich sagt. 



*) Beim Klappen ändert der eine Ebenentlieil das eine Paar seiner Gegenden und 
seine beiden Seiten, beim Schwenken bleiben die Seiten und ändern sich beide Paare 
der Gegenden. 

**) Welche Definition der Geraden die einzelnen Geometer auch gegeben haben, 
Jeder ohne Ausnahme kommt auf dief,e Eigenschaft als die wesentliche zurück und 
kann ohne sie die geometrischen Fundamentalsätze der Congruenz theils nur mangel- 
haft, theils gar nicht beweisen. Alles Klappen und Schwenken der durch Gerade be- 
stimmten Gebilde setzt diese Definition voraus. 

***) Die Abstraction führt nur zur Linie in ihrer Begrenzung. Die physische Linie 
ist ein physischer Körper , an welchem zwei Ausdehnungen überhaupt oder doch we- 
nigstens in Vergleich zur dritten sehr klein sind , z. B. eine Thier- oder Pflanzenfaser 
(Haar, Flachsfaden), Sonnenstrahl , Strich etc. Diese physischen Linien können zur 
Versinnlichung der geometrischen dienen. 
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30. Auch die riicklaufende und begrenzte Linie im Räume ist 
gleichgültig, stetig und theilbar in sich, hat eine Ausdehnung, die 
Länge und vier Seiten, in denen sich vier der Raumgegenden aufheben. 

3L Die vollständige Grenze einer begrenzten Linie ist ein Zwei- 
punkt*). So lange die begrenzte Linie nicht etwa ihrer Quantität 
nach im Verschwinden, also auch ihre Gleichgültigkeit gegen die Grenze 
nicht verschwindend ist, so lange bildet der Zweipunkt nicht wie die 
vollständige Grenze des Körpers und der Fläche, also nicht wie die 
Oberfläche und Umfangslinie, vermöge der diesen gebliebenen doppelten 
oder einfachen Ausdehnung ein Continuum, sondern ein in sich Dis- 
cretes, Getrenntes, da im Zweipunkt als der Grenze der Ausdehnung 
des Raumißs nach dem letzten Paare entgegengesetzter Gegenden auch 
die Continuität aufgehoben ist. Die Grenze der Linien bloss nach der 
einen Gegend — also nach Maassgabe der Analogie bei der Grenzfläche 
und Grenzlinie ein Theil des Zweipunktes — heisst Grenzpunkt der 
begrenzten Linie. Die begrenzte Linie hat demnach zwei Grenzpunkte. 
Wie schon der Grenzflächen und Grenzlinien, so sind auch der Grenz- 
punkte im abstracten Räume viele gegeben und im idealen Räume be- 
liebig viele zu setzen. Und da eine Linie wie der Raum überhaupt 
in und gegen sich beliebig begrenzt werden kann, so sind auch in einer 
Linie unendlich viele Grenzen, also unendlich viele Punkte zu setzen, 
in der Art, dass nur je zwei continuirlich zu einander sind. In den 
unendlich vielen Linien der Fläche sind aber unendlich vielmal unend- 
lieh viele Punkte enthalten in der Art, dass stets je drei Punkte con- 
tinuirlich sind, endlich sind in den unendlich vielen Flächen des Rau- 
mes unendlich vielmal mehr Punkte als in einer Fläche enthalten, von 
denen stets je vier**) continuirlich sind. 

32. In dem Zwei- und dem Grenzpunkte ist die Linie gegen sich 
selbst, in den Seiten aber gegen ein Anderes, die Fläche oder den Raum, 
also in dem Zwei- und dem Grenzpunkte quantitativ begrenzt und 
bestimmt, aber in den Seiten qualitativ. Aendert eine Linie die Sei- 
ten, so ändert sie ihre Qualität (gerade oder krumm); ändert sie ihre 
Grenzpunkte, so ändei-t sie ihre Quantität (grösser oder kleiner). 

33. Ein Zweipunkt wie auch ein Grenzpunkt ist Grenze der Aus- 
dehnung der Linie nach den beiden Gegenden, die Linienausdehnung 
verschwindet und die Gegenden werden aufgehoben in zwei neuen Sei- 



*) Der Zweipunkt ist vom Doppelpunkt der gebrochenen und der krummen Li- 
nien zu unterscheiden. 

**) Veranschaulichen lässt sich die Continuität von je drei Punkten einer Fläche 
und von je vier Punkten des Raumes durch drei Kugeln von gleichem Durchmesser, 
welche in Form eines gleichseitigen Dreiecks gelegt sind, und durch vier solche Ku- 
geln, in Form einer regelmässigen dreikantigen Pyramide gelegt. 
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ten des Grenzpunktes, einer innern und einer äussern, die aber, 
insofern die Länge die zuletzt verschwundene Ausdehnung ist und die 
vordere und hintere Gegend zuletzt aufgehoben wurden, auch die vor- 
dere und hintere Seite heissen könnten. Mit den vier Seiten der 
Linie, welche dem Grenzpunkte geblieben sind, hat dieser nun sechs 
Seiten, in denen sich die Gegenden aufgehoben haben, eine vordere, 
hintere, linke, rechte, untere und obere, aber keine Ausdehnung*); 
das Aussereinander hört i n ihm auf und damit zugleich die Continuität. 

34. Der Grenzpunkt der Linie ist, weil nicht mehr Aussereinander, 
nicht mehr ausgedehnt (extensiv), auch nicht stetig in sich, noch 
theilbar. 

35. Der Grenzpunkt als Theil des Zweipunktes ist, wenn man will, 
auch begrenzter Punkt; er ist aber sich selbst Grenze, Grenze in sich, 
absolute Grenze des Aussereinander, der Ausdehnung und somit auch 
des Raumes selbst. 

36. Abstrahirt man bei dem Doppelpunkte oder dem Grenzpunkte 
von der Linie, deren Grenze er bildet, so erhält man resp. zwei discrete 
Punkte oder einen Punkt im Räume oder Punkte schlechtweg. Den 
Punkt schlechtweg kann man den abstracten nennen zum Unterschied 
vom concreten an der Linie. 

37. Da der Punkt im Räume oder Punkt schlechtweg nicht mehr 
ausgedehnt, nicht mehr aussereinander, sondern absolute quantitative 
Grenze des Raumes ist, so wird daher letzterer in ihm quantitativ auf- 
gehoben, in ihm ebenso sehr verneint (negirt) als gesetzt (ponirt) mit 
allen seinen Eigenschaften und Bestimmungen, als da sind: Gleich- 
artigkeit, Gleichgültigkeit, Stetigkeit und Theilbarkeit. Insofern diese 
Eigenschaften im Punkte verneint werden ,, wird durch ihn der Raum 
ungleichartig, ungleichgültig, discret und in ihm unthellbar; und inso- 
fern sie in ihm gesetzt sind, entsteht aus ihm die Linie, die Fläche, der 
Raum selbst als eine Continuität von Punkten, die gleichartig und gleich- 
gültig gegen einander sind, wie aubh von einander unterscheidbar. IJn- 
theilbar in sich selbst, ist der Punkt doch das Princip der Theilbarkeit 
im R%ume. Weil es der Raum ist, der sich in ihm aufhebt, in ihm 
vergeht wie entsteht, so heisst auch der Punkt räumlich. 

38. Der abstracte Punkt kann auch wieder zum concreten werden, 
indem man die weggedachte Linie wieder hinzudenkt oder durchlegt, 
durchzieht, wie man gewöhnlich sagt. 



*) Der physische Punkt ist ein physischer Körper, dessen drei Ausdehnungen 
aber verhältnissmässig sehr klein sind , z. B. ein Sandkorn , ein Samenstäubchen, ein 
Tüpfelchen, ein Nadelstich etc. Die physischen Punkte können 2ur Versinnlichung der 
geometrischen dienen. 
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Da nun jeder Punkt einer der unendlich vielen Punkte einer 
Linie sein kann, zugleich aber diese unendlich vielen zu je zwei conti- 
nuirlichen Punkte im Räume auf unendlich vielfach verschiedene Weise 
gewählt werden können, so können durch einen Punkt im Räume wie in 
der Fläche unendlich viele Linien gelegt werden. Insbesondere kann man 
auch durch jeden Punkt einer Ebene unendlich viele Gerade legen, weil 
die Ebene mit allen ihren Punkten zufolge ihrer Definition ganz gleiche 
' Beschaffenheit hat, sowohl nach den vier Raumgegenden, welche ihr ge- 
blieben, als auch nach den zwei Raumgegenden, welche in ihren Seiten 
aufgehoben sind. Sind nämlich und A (Fig. 1) zwei beliebige Punkte 

einer Geraden in einer Ebene 
und ist ^1 ein Punkt der Ebene 
ausserhalb der Geraden OÄi, 
so lässt sich bei der gleichen 
Beschaffenheit der Ebene und 
der Geraden in allen ihren 
Punkten auch durch und 
Ai eine zweite Gerade in der 
Ebene legen. Und ist wieder 
A2 ein Punkt der Ebene ausserhalb der Geraden OA und OAi, so lässt 
sich durch und A^ wieder eine dritte Gerade legen und so fort bis ins 
Unendliche. Sämmtliche Geraden, welche durch einen Punkt in einer 
Ebene gelegt werden können, nennt man Strahlen und ihre Gesammtheit 
einen ebenen Strahlenbüschel; den gemeinschaftlichen Punkt derselben 
nennt man Mittelpunkt. Von Linien, welche wie die Strahlen ge- 
nannten Geraden im ebenen Strahlenbüschel einen Punkt gemein haben, 
sagt man, sie schnitten oder träfen sich, je nachdem die in jeder der 
beiden Linien dem gemeinschaftlichen Punkte nächst vorhergehenden 
und nächst folgenden Punkte auf verschiedenen Seiten der andern Linie 
liegen oder nicht. Das, wodurch sich die Strahlen eines Büschels von 
einander unterscheiden, heisst ihre Richtung. Insofern nun der Mit- 
telpunkt des Büschels in jedem Strahle zwei Seiten hat, hat er in allen 
Strahlendes ebenen und räumlichen Büschels unendlich viele Seiten. 
Diese Seiten, in welchen sich die Richtungen aller durch den Punkt zu 
legenden Geraden aufheben, heissen zum Unterschied von denjenigen 
sechs Seiten, in denen die sechs Raumgegenden aufgehoben sind, 
Richtungsseiten. Auch auf allen diesen Seiten verhält sich der 
Punkt zum Räume gleich. Weil nun das gleiche Verhalten des Punk- 
tes zu allen in seinen Richtungsseiten aufgehobenen Richtungen der 
Geraden sein gleiches Verhalten zu den in seinen Seiten aufgehobe- 
nen Gegenden des Raumes mit einbegreifen, so soll fortan unter Seite 
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eines Punktes, ohne weitere Bestimmung , in der Regel eine Richtungs- 
seite verstanden werden. Wie nun durch die beiden Punkte und A, 
oder und A^ , oder und At .., je eine Gerade bestimmt wurde, 
so wird durch jede beliebrgen zwei Punkte eine Gerade bestimmt, und 
zwar vollständig, da zwischen zwei Punkten nur eine einzige 
Gerade möglich ist. Denn wären zwei Geraden möglich, so müsste die 
eine derselben die Ebene so theilen , dass beide Theile auf einanderge- 
legt nicht mit allen Punkten eine und dieselbe Halbebene bildeten, was 
zufolge der Definition der Geraden doch der Fall sein müsste, auch wür- 
den die Punkte der einen sich nicht alle selbst entsprechen *), wenn die 
der andern es thun. 

Weil nun zwischen zwei Punkten nur eine einzige Gerade möglich, 
also durch zwei Punkte vollständig bestimmt und von allen anderen 
Geraden unterschieden ist, so bezeichnet man eine Gerade in der Regel 
durch zwei Buchstaben, welche zwei ihrer Punkte bezeichnen, z. B. 
durch AB^ wenn A und B zwei Punkte in derselben sind. Da sich 
nun aber alle Strahlen oder Geraden, die durch einen Punkt gelegt 
werden, nur durch ihre Richtung unterscheiden, so bestimmt der 
zweite Punkt jedesmal auch die Richtung der durch den ersten Punkt 
gelegten Geraden. Und da die Gerade eben als solche Linie definirt 
ist, welche die Ebene so theilt, dass die Halbebenen aufeinander geklappt 
nur eine bilden, so müssen eben deshalb alle Punkte der Geraden in 
der Ebene liegen, sobald nur zwei derselben in der Ebene liegen, denn 
durch diese zwei sind die anderen alle mitbestimmt. Da weilter jeder 
Punkt einer der unendlich vielen Punkte einer Ebene sein kann, so 
können bei der ganz gleichen Beschaffenheit des Raumes und der Ebene 
in allen Punkten durch jeden Punkt des Raumes unendlich viele 
Ebenen gelegt werden. Der Raum als Gesammtheit aller durch einen 
seiner Punkte möglichen Ebenen ne])st den in diesen Ebenen durch 
möglichen ebenen Strahlenbüscheln heisst ein Büschelraum und 
der Punkt der Mittelpunkt desselben und des räumlichen 
Strahlenbüschels, d. h. der Gesammtheit der in allen Ebenen des 
Büschelraumes um möglichen ebenen Strahlenbüschel. Eine jede 
der Ebenen eines Büschelraumes ist durch zwei ihrer Strahlen voll- 
ständig bestimmt, weil durch zwei dieser Strahlen nur eine einzige 
Ebene möglich ist. Wären nämlich zwei Ebenen möglich, so müsste 
die eine derselben den Raum theilen, so dass beide Theile auf einander 



*) Dies sich selbst Entsprechen der Punkte einer Geraden, welche die Ebene io 
zwei Halbebenen theilt, ist der Grund, weshalb man eine Halbebene um die Gerade 
als Axe drehen, kann. Die Axe ei»er Drehung kann nur eine Gerade sein (ver- 
gleiche 47). 
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gelegt nicht mit «.llen Punkten einen und denselben Halbraum bildeten, 
was zufolge der Definition der Ebene doch der Fall sein müsste; auch 
entsprächen die Punkte der einen nicht alle sich selbst, wenn die der 
andern es thun. Nimmt man nun (Fig. 2) zwei der Ebenen «eines 

Büschelraumes und in der einen der- 
selben den Strahl OA, dagegen in der 
andern den ebenen Strahlenbüschel mit 
den Strahlen OB, OBi, OB2, OB3,.. 
an, so wird durch OA und jeden der 
Strahlen OB, OBu OB^, OB^... eine 
Ebene und durch den Stoahl Oil in 
der einen Ebene und alle Strahlen des 
ebenen Strahlenbüschels in der andern 
Ebene ein Ebenenbüschel bestimmt, 
d. h. ein System von Ebenen, welche 
insgesammt eine Gerade, Axe genannt, 
mit einander gemein haben. Das, wo- 
durch sich die Ebenen des Ebenen- 
büschels von einander unterscheiden, 
nennt man ebenfalls ihre Richtung 
wie bei den Strahlen des ebenen Strah- 
lenbüschels. Insofern nun die Axe in 
jeder dieser Ebenen zwei Seiten hat, 
hat sie, wie jede Gerade überhaupt, in allen Ebenen unendlich viele 
Seiten. Diese Seiten einer Geraden, in welcher die Richtungen 
aller durch sie möglichen Ebenen sich aufheben, mögen zum Unter- 
schied von den vier Seiten , in welchen sich die vier Raumgegenden, 
nach welchen sich die Gerade nicht ausdehnt, aufheben, Richtungs- 
Seiten genannt werden. Also auch auf allen Richtungsseiten verhält 
sich die Gerade zum Räume gleich. Wegen dieses gleichen Verhaltens 
der Geraden sowohl auf ihren Richtungsseiten als auf den Seiten, in 
denen sich die Raumgegenden aufheben, unterscheidet man gewöhnlich 
diese beiden Arten von Seiten weiter nicht besonders. Von Ebenen, 
welche wie die Ebenen eines Ebenenbüschels eine Gerade, sowie über- 
haupt von Flächen, welche eine Linie mit einander gemein haben, sagt 
man, sie schnitten oder träfen sich, je nachdem die in jeder der 
beiden Ebenen der gemeinschaftlichen Linie continuirlich anliegenden 
Punkte auf verschiedenen Seiten der andern Fläche liegen oder nicht. 
Wird nun jede Ebene durch zwei sich schneidende Geraden, jede Gerade 
aber durch zwei Punkte vollständig bestimmt, so wird die Ebene auch 
durch drei nicht in einer Geraden liegende Punkte bestimmt, nämlich 

Müller, Grund voräielluiigen der Geometrie. o 



18 I. Buch. Qualitative Bestimmungen des Raumes. 

den Schnittpunkt beider Geraden und je einen andern Punkt in densel- 
ben; desgleichen durch eine Gerade und einen Punkt ausser ihr. Da 
nun bei der Gleichartigkeit und Gleichgültigkeit des Raumes an jeder 
Stelle desselben ein Punkt, zwischen je zwei Punkten eine Gerade, durch 
je drei nicht in einer Geraden liegende Punkte eine Ebene denkbar ist, 
so ist auch an jedem Punkte ein ebener wie ein räumlicher Strahlenbü- 
schel und ein Büschelraum denkbar, desgleichen durch jede Gerade ein 
Ebenenbüschel, überhaupt aber im Räume unendlich viele ebene, räum- 
liche Strahlenbüschel, Büschelräume und Ebenenbüschel. Der Strahl 
zwischen den beiden Mittelpunkten zweier Strahlenbüschel heisst Cen- 
tral strahl, und wenn die Axen zweier Ebenenbüschel in einer Ebene 
liegen, so heisst letztere die Axenebene. 

Raum, Ebene, Gerade, Punkt, oder in umgekehrter Ordnung 
und nicht bloss abstract, sondern concret vorgestellt, Punkt, gerade 
Punktreihe, ebener Strahlenbüschel, räumlicher Strahlen- 
büschel, Ebenenbüschel und Büschelraum, — das sind die geo- 
metrischen Grundvorstellungen (Grundgebilde), auf welche alle übrigen 
zurückgeführt werden. 



Drittes CapiteL 

Ein Punkt oder Punktsystem, seine Stelle, Lage 

1. behaltend. 

39. Eins heisst Etwas, insofern es nicht wiederholt, sondern nur 
für sich gedacht wird. Eins und Eins, die gleichnamig sind und von 
denen jedes für sich und zugleich mit dem andern gedacht wird, nennt 
man zwei. — Zwei und Eins, welche gleichnamig sind und von deaen 
jedes für sich und zugleich mit dem andern gedacht wird, nennt man 
drei. — Eins in dieser Weise wiederholt und immer wiederholt gesetzt 
und jedes der wiederholt gesetzten Eins für sich und zugleich mit den 
anderen gedacht, nennt man Viele. Viele selbst wieder als Eins ge- 
dacht heissen Vielheit; umgekehrt Eins als Viele gedacht heisst Ein- 
heit, z. B. die Ruthe als 12 Fuss, der Thaler als 30 Silbergroschen 
gedacht. Von der Drei sagt man, sie enthielte mehr Einsen als die 
Zwei, von der Vier, sie enthielte mehr Einsen als die Drei etc., kurz 
von jeder später erzeugten Vielheit, sie sei eine Mehrheit in Vergleich 
zu jeder früheren. Weil nun jede Vielheit von der Zwei an in Vergleich 
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zu jeder früheren eine Mehrheit ist, so versteht man auch oft schlecht- 
hin unter Mehrheit wieder die Vielheit, auch selbst da, wo von einem 
Vergleiche nicht die Rede ist. 

40. Diejenige Eins, mit welcher man bei Erzeugung einer Vielheit 
beginnt, nennt man die erste, die behufs der Erzeugung der Zwei 
hinzugedachte die zweite, die behufs der Erzeugung der Drei zur er- 
sten und zweiten hinzugedachte die dritte u. s. w. Diejenige Eins, 
mit welcher die Erzeugung einer jeden Vielheit aufhört, heisst die 
letzte. Das mündliche oder schriftliche Bezeichnen jeder einzelnen 
Einheit einer Vielheit resp. als der ersten, zweiten, dritten etc. 
nennt man das Zählen (Numeriren) der Vielen, und die gezählte 
oder durchzählen bestimmte Vielheit, einschliesslich der Ein- 
heit, nennt man Zahl*) (numerus). Die Zahlen in der Aufeinander- 
folge, in welcher sie entstanden sind, als feststehend gedacht, bilden die 
Zahlenreihe, und Zahlen in diese Reihenfolge bringen heisst sie 
ordnen. 

41. Wie schon durch die vielen Linien in den vielen Flächen an 
den vielen Körpern viele Punkte im Welträume und im abstracten 
Räume gegeben sind, so lassen sich bei der Gleichartigkeit, Gleichgül- 
tigkeit und Gontinuität des idealen Raumes und bei der Ausdehnungs- 
losigkeit des Punktes auch unendlich viele Punkte im idealen Räume 
setzen. Nennt man nun eine Vielheit von Dingen, welche in irgend 
einem bestimmten Zusammenhange stehen oder gedacht sind, ein Sy- 
stem, die einzelnen Dinge aber, welche in einem solchen Zusammen- 
hange sind, Elemente des Systems: so bilden zunächst auch die 
Punkte einer Linie, Fläche etc., desgleichen die Linien einer Fläche, 
eines Körpers etc. resp. ein Punktsystem, ein Liniensystem etc. 
allgemein ein räumliches System, wenn sie in solchem Zusammen- 
hange gedacht werden. Der Punkt, das Punkt-, Linien- oder überhaupt 
räumliche System des abstracten Raumes, welches von einem physischen 
Körper eingenommen ist, um daselbst eine gewisse Zeit zu bleiben, zu 
stehen, heisst seine Stelle; dagegen heisst das Zugewandt- oder Be- 
zogensein einer bestimmten Seite des physischen Körpers entweder zu 
einer bestimmten Gegend des Raumes, oder zu den Seiten eines andern 
Körpers seine Lage**), und zwar resp. seine absolute, oder relative 



*) Eine Vielheit, deren Einheiten nicht von einander unterschieden, nicht geord- 
net, sondern gleichgültig durch einander sind, heisst Menge. 

**) Ein Mensch im Bett, welcher seine rechte Seite von unten nach oben bringt, 
sonst an seiner Stelle bleibt, ändert seine Lage. In gleicher Weise eine Wake, Ku- 
gel etc., die sich um ihre Axe dreht, indem die eine Seite derselben b^ld vorn, bald 
hinten, bald unten, bald oben ist. 

0* 
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Lage. Verändert ein physischer Körper seine Stelle oder Lage oder 
Beides zugleich, so sagt man, er hewege sich; jede Stelle aber, welche 
er während der Bewegung einnimmt, heisst sein Ort. Der physische 
Körper, indem er sich bewegt, verlässt seine Stelle und lässt sie zurück. 
In dieser Weise kann ein abstracter Punkt sich nicht bewegen. Wer 
hat auch schon einen bewegt? Kann er seine Stelle zurücklassen, da 
er doch selbst diese Stelle ist, mit ihr eins und so untrennbar verbun- 
deU) dass er an anderer Stelle ein anderer Punkt ist und nicht dieser 
Punkt geblieben wie der bewegte Körper? Knüpft man aber durch 
einen continuirlichen Denkact die allgemeine Vorstellung (Anschauung) 
des Punktes an eine continuirliche Reihe abstracter Punkte, so ist der 
vorgestellte ideelle Punkt in demselben Sinne bewegt wie der physische 
Körper, und jeder abstracte Punkt ist während der Bewegung sein Ort, 
mithin auch seine Stelle gewesen, die er inne gehabt hat. In diesem 
Sinne nun soll ferner auch von der Bewegung, dem Orte, der Stelle 
eines Punktes gesprochen und das System der Stellen von den einzelnen 
Elementen auch kurz die Stelle dieses Systems genannt werden. 

42- Um nun einen Punkt von jedem andern unterscheiden zu kön- 
nen zeigt oder bezeichnet man seine Stelle. Zur Bezeichnung eines 
Punktes bedient man sich gewöhnlich der Buchstaben, und zwar ent- 
weder der des kleinen deutschen und griechischen oder der des grossen 
lateinischen Alphabetes *) , und unter gewissen Umständen , namentlich 
um eine Uebereinstimmung in irgend einer Beziehung anzudeuten, 
noch der Accente oder Indices, welche den Buchstaben beigefügt wer- 
den , z. B. statt Ä,Bj G... setzt man Ä\ A'\ ^'" . . . oder Ax^Ai^A^... 
Einen Punkt aber auf irgend eine Weise von anderen und zwar entwe- 
der von allen oder nicht von allen unterscheiden und nnterscheidbar 
machen, heisst diesen Punkt bestimmen, und zwar resp. entweder 
vollständig oder nicht vollständig. Jeder. vollständig bestimmte 
Punkt, dessen Bestimmung nicht von mir, sondern von einem An- 
dern ausgegangen, nicht von mir, sondern von einem Andern gesetzt 
ist, heisst mir gegeben. 



*) Durch eine zweckmässige Bezeichnung wird die mathematische Zeichensprache 
sehr erleichtert. Die Bezeichnung verschiedener Dinge durch Buchstaben verschiede- 
ner Alphabete scheint erst durch Ohm und Steiner mehr in Aufnahme gebracht zu 
sein. Letzterer bezeichnet Strahlen eines Büschels und Punkte einer Geraden oder 
Fläche durch entsprechende Buchstaben resp. aus dem kleinen lateinischen und deut- 
schen Alphabete, z. B. die Strahlen mit a, 6, c . . . und die entsprechenden Punkte mit 
a, b, C . . . In der rechnenden Geometrie bezeichnet man ziemlich allgemein die Stre- 
cken und Winkel und deren Maasszahlen resp. mit kleinen lateinischen oder griechischen 
Buchstaben, und in der construirendeft die Punkte mit grossen lateinischen. Eine 
Uebereinstimmung in der Bezeichnung wäre wünschenswerth , ist jedoch zur Zeit noch 
ein frommer Wunsch. 



Ein Punkt oder Punktsystem, seine Stelle, Lage 1, behaltend. 21 

Ein Punktsystem oder räumliches System überhaupt wird bezeich- 
net durch die möglichst geringe Anzahl seiner Punkte oder Elemente 
überhaupt, welche dasselbe von jedem andern unterscheidet; gegeben 
aber theils mittelbar, theils unmittelbar nur durch alle seine Elemente. 

43. Ein räumliches System, dessen Elemente in einem continuir- 
lichen Zusammenhange stehen, heisst eine Raumgestalt oder ein 
Raumgebilde, je nachdem es im abstracten Räume als fertig und un- 
bewegt gegeben oder im idealen Räume durch Bewegung erzeugt 
und gesetzt wird. Ist die Raumgestalt oder das Raumgebilde ein 
nach allen Gegenden, a]so vollständig begrenzter Theil einer Linie, 
einer Fläche (insbesondere einer Ebene), oder des Raumes, so erhält die- 
ser Theil den Namen Figur und zwar resp. einer linearen, flachen, 
(insbesondere ebenen), oder körperlichen. Den Namen Figur über- 
trägt man dann auch auf die Zeichnung einer solchen wie überhaupt^ 
auf jede bildliche Darstellung eines räumlichen Systemes. 

44. Denkt man sich an verschiedenen Stellen zwei oder mehrere 
räumliche Systeme ganz auf dieselbe Weise und deren Elemente ganz 
in derselben oder auch in einer nach zwei Paaren von Raum- 
gegenden entgegengesetzten Lage, so nennt man sie con- 
gruent. Dagegen heissen zwei oder mehrere räumliche Systeme sym- 
metrisch, wenn ihre Elemente zwar an verschiedenen Stellen und in 
einer nach einem oder nach allen drei Paaren der Raumgegenden 
entgegengesetzten Lage, übrigens aber ganz auf dieselbe Weise gedacht 
werden. Da nun durch Bewegung eines -Dinges laut der Definition der 
Bewegung nur die Stelle desselben, sonst nichts geändert wird, so än- 
dert sich auch nichts an der Grösse, Form und gegenseitigen Lage der 
Elemente eines Systemes, wenn letzteres bewegt wird. Bringt man da- 
her das eine von zwei congruenteh oder symmetrischen räumlichen Sy- 
stemen durch Bewegung an die Stelle und zugleich auch seine Elemente 
in die Lage der Elemente des andern, so bilden die congruenten Sy- 
steme nur eins, sie decken sich, die symmetrischen hingegen ^ni cht, 
weil, wie wir unten (48) sehen werden, sowohl durch das Klappen als 
durch das Schwenken, wodurch allein der in der Lage der Elemente 
angenommene Gegensatz aufgehoben werden kann, dieser sich stets nach 
zwei Paaren und auch nur nach zwei Paaren der Raumgegenden auf- 
hebt und den nach dem dritten Paare entweder bestehen lässt oder erst 
herbeiführt Diejenigen Elemente, welche, wenn die congruenten oder 
symmetrischen Systeme mit gleichen Elementen nach zwei Paaren Von 
Raumgegenden in einerlei Lagen sind , nach dem dritten Paare gleich 
oder entgegengesetzt liegen, heissen resp. homolog (gleichliegend) 
oder antihomolog. 
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45. Denkt man also auf beiden Seiten entweder eines Punktes in 
einer Geraden, oder einer Geraden in einer Ebene, oder einer Ebene im 
Räume zwei Punktsysteme (Figuren) nach den Gegenden, welche sich 
in den Seiten resp. des Punktes, oder der Geraden, oder der Ebene auf- 
heben, in entgegengesetzter, sonst aber gleicher Weise, so sind die bei- 
den Punktsysteme (Figuren) symmetrisch und resp. der Punkt, oder die 
Gerade, oder die Ebene heisst Punkt, oder Gerade (Axe), oder Ebene 
der Symmetrie. Symmetrisch heisst aber auch eine Figur, welche, 
je nachdem sie eben oder körperlich ist, durch eine Axe oder Ebene 
der Symmetrie in zwei symmetrische Hälften getheilt werden kann. 
Und ist eine Figur, sie sei nun eben oder körperlich, von solcher Be- 
schaffenheit, dass zu derselben ein ebener oder räumlicher Strahlenbü- 
■fechel gefunden werden kann, in welchem jeder Strahl und Gegenstrahl 
den Umfang oder die Oberfläche der Figur zu beiden Seiten des Bü- 
schelmittelpunktes in symmetrisch liegenden Punkten trifft, so nennt 
man jede zwei solche Punkte Gegen punkte der Figur und den Dop- 
pelstrahl zwischen ihnen Durchmesser (Diameter). Und bilden irgend 
welche Punkte einer Figur noch ein besonderes System, z. B. einen Bo- 
gen, eine Sehne, so bilden die Gegenpunkte das Gegensystem, also 
resp. den Gegenbogen, die Gegensehue etc. In dem Falle jedoch, in 
welchem, wie bei den symmetrischen Punkten oder Geraden, oder ebe- 
nen Punktsystemen, z. B. den beiden Halbebenen, die Seiten (nicht Sei- 
tenlinien) von ganz gleicher Beschaffenheit smd und wie bei den sym- 
metrischen körperlichen Figuren, z. B. den beiden Halbräumen, deren jede 
für sich eine Ebene der Symmetrie hat und für sich symmetrisch ist, 
sind die symmetrischen Systeme auch congruent, weil ihre Elemente 
dann nach zwei Paaren entgegengesetzter Raumgegenden auf ganz 
gleiche Weise gesetzt sind. Das Beweisen der Congruenz durch Auf- 
einanderlegen (Schweins nennt es in der Vorrede zu seiner Geo- 
metrie eine Passer ei) ist in der Praxis, sobald unmittelbar gegebene 
materieile Gestalten in Betracht kommen, berechtigt, in der Theorie da- 
gegen nach Hegel*) überflüssig und ist auch von den Mathematikern 
in der höheren Mathematik, z. B. bei den Kegelschnitten, schon immer 
für überflüssig gehalten worden. Aber auch in der Elementargeometrie 
ist solches Beweisen durch Aufeinanderlegen oder Aufeinandergelegt- 



*) „So betreffen die ersten Sätze Euklid's über die Dreiecke nnr die Con- 
gruenz, d. h. wie viel Stücke in einem Dreiecke bestimmt sein müssen, damit 
auch die übrigen Stücke eines und desselben Dreiecks oder das Ganze bestimmt über- 
haupt sei. Dass zwei Dreiecke mit einander verglichen werden und die Congruenz 
auf das Decken gesetzt wird, ist ein Umweg, dessen die Methode bedarf, die das sinn- 
liche Decken statt des Gedankens „bestimmt sein" gebrauchen muss." Siehe 
S. 349 des zweiten Bandes der Logik. 
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denken *) wohl zu entbehren. Denn wenn man zwei räumliche Systeme 
aus denselben Elementen in derselben Lage, kurz auf ganz dieselbe 
Weise nur etwa an verschiedenen Stellen des Raumes vollständig be- 
stimmt, 80 können sie schon zufolge dieser Voraussetzung und der 
Gleichartigkeit des Baumes sich auch nur durch ihre Stellen unter- 
scheiden und müssen ein und dasselbe sein, sobald man sie an der- 
selben Stelle in derselben Weise denkt. Aus diesem Grunde wird hier 
der allgemeine Grundsatz aufgestellt: Zwei räumliche Sy- 
steme sind congruent, wenn sie aus denselben Elemen- 
ten ganz auf dieselbe Weise bestimmt sind. Die Frage: 
Wenn sind zwei räumliche Systeme congruent? vereinfacht sich dahin: 
Durch wie viel und welche Elemente wird ein räumli- 
ches System vollständig bestimmt? 

Ein Punkt oder Punktsystem, seine Stelle, Lage 

2. verändernd. 

46. Wie vom physischen und ideellen Punkte und Punktsysteme 
(Nro. 41) sagt man vom Punkte und Punktsysteme schlechthin, es be- 
wege sich, und die Gesammtheit der Oerter nennt man den Weg 
des Punktes oder Punktsystemes. Dieser Weg heisst noch insbesondere 
der geometrische Ort eines Punktes, einer Linie etc., insofern er 
durch dessen oder deren Bewegung nach einem bestimmten Gesetz ent- 
standen ist und alle Punkte oder Linien ausserhalb jenem Gesetze 
nicht entsprechen. 

Die Bewegung eines Punktsystemes kann aber zunächst eine zwei- 
fache sein, entweder 1, so, dass alle Punkte desselben ihre Stelle än- 
dern oder 2, so, dass die Punkte desSystemsmit Ausnahme wenigstens 
eines ihre Stelle ändern. Im letzten Falle muss dann mit der Aende- 
rung der Stelle der Punkte des Systemes auch eine Aendemng ihrer 
und des Systemes Lage verbunden sein, im erstem Falle kann solche 
Aenderung der Lage mit der der Stellen verbunden sein. 

47. Die Bewegung eines räumlichen Systemes, bei welcher 

1. nicht alle Punkte ihre Stelle, wohl aber alle ihre Lage än- 
dern, heisst drehend, 

2. alle Punkte ihre Stelle, nicht aber ihre Lage ändern, heisst 
rein-fortschreitend, 



*) Denn wirklich ausgeführt wird es nicht und kann es nicht werden, weder bei 
den gezeichneten noch den abstracten Figuren. 
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3. alle Punkte, sowohl ihre Stelle als auch ihre Lage ändern, 

drehend- fortschreitend. 

Bleibt bei der drehenden Bewegung nur ein Punkt an seiner Stelle, 
so heisst er Drehpunkt (Mittelpunkt der Drehung), sind der an ihrer 
Stelle bleibenden Punkte mehrere, so heissen sie Axenpunkte. Letztere 
müssen stets in einer Geraden der sogenannten Axe der Drehung 
liegen. Denn nach (Nr. 25 und 38) entsprechen die Punkte einer Ge- 
raden in der Ebene wie im Räume sich selbst und ändern bei der Dre- 
hung eines Systemes ihre Stelle nicht, sobald nur zwei an ihrer Stelle 
bleiben. Von dem Mittelpunkte wie von der Axe der Drehung, inso- 
fern sie wohl ihre Lage, aber ihre Stelle nicht ändern, sowie von einem 
Punktsysteme*), welches ebenfalls wohl seine Lage, aber als Totalität 
seine Stelle nicht ändert, sagt man, es drehe sich in sich. Ueberhaupt 
aber von einem Punktsysteme, es bewege sich in sich, sei es dre- 
hend oder fortschreitend, wenn alle Punkte desselben mit Ausnahme 
etwa des Mittelpunktes oder der Axe wohl ihre Stelle ändern, aber nicht 
das System in seiner Totalität**). Liegt der Drehpuukt oder die 
Axe in unendlicher Ferne, so erscheint die drehende Bewegung als rein 
fortschreitend, und es lassen sich daher Resultate von Untersuchun- 
gen über Gebilde, welche durch drehende Bewegung erzeugt sind, unter 
Modification auf Gebilde übertragen, welche durch rein fortschreitende 
Bewegung erzeugt sind ***). 

48. Dreht man entweder 

1. in einer Ebene den Strahl eines ebenen Strahlenbüschels um den 
Mittelpunkt, oder 

2. im Räume die eine Halbebene eines Ebenenbüschels um ihre Axe, 
oder 

3. im Räume die eine Halbebene eines Büschelraumes um den einen 
Strahl als Axe und zugleich einen Strahl in der gedrehten Halb- 
ebene um den Mittelpunkt des Büschelraumes, 

so heisst die Drehung in den beiden ersten Fällen einfach, im dritten 
Falle aber zusammengesetzt, und in allen drei Fällen eine totale 
(ganze, volle) oder partiale, je nachdem der gedrehte Strahl öder die 
gedrehte Halbebene oder beide in allen möglichen Richtungen gewesen 
und endlich- wieder zurückgekehrt sind in die anfangliche Richtung 



*) Z. B. einer Kugel oder einem Cylinder, wenn jene um den Mittelpunkt, dieser 
um seine Axe gedreht wird. 

**) So kann sich z. B. eine Linie oder Fläche in sich fortbewegen, wie bei der 
Betrachtung der involutorischen Punktreihen oder Collineationssysteme vorausgesetzt wird. 

***) Die Gerade kann als» eine Kreislinie , die Ebene als eine Kugelfläche angesehen 
werden mit unendlich grossem Radius. Daher die Verwandtschaft der Sphäi'ik, deren 
Constructionsfläche die Kugelfläche ist, mit der Planimetrie. 
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und Stelle, oder nicht. Die partiale Drehung einer Geraden der Ebene um 
einen ihrer Punkte und einer Ebene des Raumes um eine ihrer Geraden 
heisst halbe Drehung, wenn der auf der einen Seite des Drehpunktes oder 
der Axe befindliche Theil der Geraden oder der Ebene in die Richtung 
und Stelle des auf der andern Seite befindlichen Theiles gelangt ist. Bei 
jeder halben Drehung einer Geraden oder einer Ebene kehren sich stets 
zwei Paare der Raumgegenden um , nach dem einen Paare ändert die 
gedrehte Gerade oder Ebene ihre Richtung, nach dem andern Paare die 
Seite; die Richtung nach rechts z. B. wird eine nach links und die un- 
tere Seite zur obern. Und dreht man von zwei sich schneidenden Ge- 
raden oder Ebenen die eine resp. um -den Schnittpunkt oder die Schnitt- 
linie, bis sie mit der andern in eine zusammenfällt, so sagt man, die 
erstere Gerade oder Ebene sei auf die andere geklappt. Dreht man 
aber einen ebenen Strahlenbüschel um den Mittelpunkt, so dass die Sei- 
ten der Ebene denselben Raumgegenden zugewandt bleiben, die Ebene 
also dieselbe Lage behält, sämmtliche Strahlen dagegen immer andere 
und andere Lagen annehmen : so nennt man eine solche Drehung eine 
Schwenkung, und zwar eine partiale, halbe, totale, je nachdem die 
Drehung der Strahlen eine partiale, halbe, totale war. Die Strahlen, 
welche bei dem ebenen Strahlenbüschel und dem Büschelraum, desglei- 
chen die Ebenen, welche bei dem Ebenenbüschel und Büschelraum 
neben einander gedacht werden, werden also bei der Drehung nach 
einander gedacht. Daher kann auch jeder durch zwei Strahlen eines 
ebenen Strahlenbüschels begrenzte Theil einer Ebene wie auch letztere 
selbst, desgleichen jeder durch zwei Ebenen eines Ebenenbüschels oder 
durch drei oder mehr Ebenen eines Büschelraumes begrenzte Theil des 
Raumes, wie auch letzterer selbst, als durch Drehung resp. eines Strah- 
les um einen Punkt, oder einer Ebene um. eine Axe, oder einer Ebene 
una eine Axe und eines Strahles um einen Punkt der Axe erzeugt werden. 
Und da in (1) jeder Punkt des Strahles, wie auch in (2) jede 
Linie, welche einen angebbaren Punkt mit der Drehungsaxe gemein 
hat*), an der Drehung der Ebene Theil hat, so ist die Drehung eines 
solchen Punktes wie auch einer solchen Linie total oder partial zu nen- 
nen, je nachdem die Drehung der Linie oder Ebene es ist. Da femer 
sämmtliche Elemente eines räumlichen Systemes die Drehung, sei 



*) Wird z. B. ein Halbkreis um seinen Durchmesser als Axe gedreht, so macht 
auch der auf dem Endpunkt des Durchmessers senkrechte Radius und die halbe Peri- 
pherie eine totale oder partiale Drehung, wenn der Halbkreis eine solche macht und 
das Verhältniss jeder partialen Drehung zur totalen ist bei der Halbkreisebene und 
halben Peripherie dasselbe wie bei dem senkrechten Radius. Und daher auch der Zu- 
sammenhang der Winkel, als Centriwinkel, mit den Kreisbogen. 
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es um eine Axe oder um einen Mittelpunkt, oder sei es um beide, mit 
einander gemein haben, so ist auch die Drehung jedes räumlichen 
Systemes eine totale oder partiale, je nachdem die Drehung einer zum 
System gehörigen Ebene oder Geraden es ist. 
Dreht man demnach 

4. in der Ebene eines ebenen Strahlenbüschels mit dem Strahle zu- 
gleich eine mit ihm fest verbundene, sonst beliebige Linie, deren 
einer Grenzpunkt der Drehpunkt fies Strahles ist, oder 

5. im Räume mit einer Halbebene zugleich eine mit dieser fest ver- 
bundene, sonst beliebige Fläche, deren eine Grenzlinie die Axe der 
Halbebene ist, oder 

6. im Räume mit der um die Axe gedrehten Halbebene oder Fläche 
zugleich eine mit der Axe fest verbundene, sonst beliebige Linie 

'derselben, deren einer Grenzpunkt ein Punkt der Axe ist, 
so nennt man das System aller derjenigen Linien oder Flächen, an 
deren Stelle die gedrehte Linie oder Fläche nach einander war, resp. 
einen ebenen Linienbüschel, einen Flächenbüschel und einen 
flachen Linienbüschel. 

Der Exponent des geometrischen Verhältnisses, in welchem ein 
durch Drehung, sei es durch die einfache Drehung eines Elementes eines 
ebenen Linienbüschels, oder eines Flächenbüschels, oder eines flachen 
LinienbüBchels, sei es durch die zusammengesetzte Drehung der beiden 
Elemente eines Büschelraumes entstandenes Raumgebilde zu dem durch 
die totale Drehung derselben Elemente entstandenen steht, heisst Win- 
kel, und zwar resp. 

1. ein ebener Linienwinkel, oder 

2. ein Flächenwinkel, oder 

3. ein flacher Linienwinkel, oder 

4. ein Eörperwinkel. 

Der dem ebenen Linienwinkel, dem Flächenwinkel, dem flachen 
Linienwinkel oder dem Eörperwinkel entsprechende Theil der Ebene, 
des Raumes, der Fläche, des Raumes heisst resp. 

1. Winkelebene, 

2. Flächenwinkelraum, 

3. Winkelfläche, 

4. Eörperwinkelraum *}. 



*) Ohne Ausnahme verstehen die Geometer unter Winkelehene nur die von gera- 
den Linien begrenzte, wie unter Flächen- und Körperwinkelraum nur den von ebenen 
Flächen begrenzten. Wie aber z. B. der Kugelausschnitt als regelmässige Kugelpyra- 
mide von unendlich vielen unendlich kleinen Seitenflächen angesehen wird, so ist auch 
der circular-conische Raum als ein regelmässiger Körperwinkel von unendlich vielen 
unendlich kleinen Seitenflächen anzusehen. Auf der circular-conischen Fläche aber wie 
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Und die begrenzenden Linien der Winkelebenen oder Winkel- 
flachen erhalten« den Namen Schenkel, und die begrenzenden Flächen 
des Flächenwinkelraumes den Namen Schenkelflächen, dagegen die 
begrenzenden Flächen des Körperwinkelraumes den Namen Seitenflä- 
chen. Der Mittelpunkt des ebenen und flachen Linienbüschels wie 
des Büschelraumes, dessen Element gedreht wird, heisst in Beziehung 
zur Wiükelebene wie zur Winkelfläche und zum Körperwinkelraum der 
Scheitelpunkt, während die Axe des Flächenbüschels in Beziehung 
zum Flächen winkelraum die Scheitellinie heisst. 

Mit jeder Winkelebene, jedem Flächen- und Körperwinkelraum 
und jeder Winkelfläche entsteht an der äussern Seite der Schenkel, 
Schenkel- und Seitenflächen zugleich immer von selbst eine zweite 
Winkelebene, ein zweiter Flächen- und Körperwinkel räum , eine zweite 
Winkelfläche, also mit jedem Winkel zugleich auch von selbst immer 
ein zweiter, der sogenannte Aussenwinkel. Ist ein Winkel seinem 
Aussenwinkel gleich, so heisst jeder ein gestreckter; sind sie beide 
ungleich, so heisst der kleinere concav, der grössere convex. Der 
concave Winkel ist also stets auch kleiner, der convexe dagegen 
grösser als der gestreckte. Die ganze Ebene, der ganze Kaum, die 
ganze Fläche, als durch die Drehung entstanden gedacht, ist also eben- 
falls eine Winkelebene, ein Flächen- und Körperwinkelraum, eine 
Winkelfläche, und der ihr entsprechende Winkel heisst ganz oder 
voll, und dessen Aussenwinkel der Nullwinkel. Bei dem vollen 
wie bei dem Nullwinkel fallen die Schenkel, Schenkel- und Seitenflächen 
zusammen. 

Anmerkung. Schon in der Vorrede ist darauf aufmerksam ge- 
macht worden, dass die Geometer, obschon sie seit mehr als 2000 Jah- 
ren täglich mit Winkeln zu thun haben , über das Wesen dieses Raum- 
gebildes nicht ganz im Klaren und einig sind. Nicht einmal über die 
Definition des Linienwinkels sind sie einig, geschweige denn über die 
des Winkels überhaupt. Oder vielmehr den Winkel überhaupt haben 
die Tausende von Mathematikern in den 2000 Jahren gar nicht einmal 
zu definiren gesucht. Sie sprechen alle von Linien-, Flächen-, Körper- 
und sphärischen Winkeln, sagen aber nirgend, was der Winkel im All- 
gemeinen sei. Gelten für die Geometer nur die logischen Regeln über 
den Schluss und nicht auch über die Definition? Und ist es nicht lo- 
gisches Gesetz , den Artbegriff mittelst des Gattungsbegriffes und des 



auf jeder Revolutionsfläche können eben so gut wie auf der Kugelfläche Winkel- 
flächen in Betracht gezogen werden; jeder Schenkel einer solchen Winkelfläche ist 
dann, eben so wie bei der sphärischen Winkelfläche auf der Kugelfläche, von der 
jedesmaligen Gcneratrix der Revolutionsfläche gebildet. 
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specifischen Unterschiedes zu hestiuimen ? Aus solcher Unkenntniss vom 
eigentlichen Wesen des Winkels entsprang auch nur der Streit zwischen 
Pelletier undClavius, ob eine Curve mit ihrer Tangente einen Winkel 
bilde oder nicht, ein Streit, der weniger geschlichtet als bloss eingestellt 
ist, durch die gegenwärtig herrschende Ansicht, sie bildeten zwar einen 
Winkel, derselbe sei aber Null. Bei dem Nullwinkel müssen die Schen- 
kel sich decken, dies thun Curve und Tangente aber nicht, nur zwei 
continuirliche Punkte haben sie gemein. Wenn man in solchem Falle 
von einem Winkel sprechen will, so ist er aUerdings Null, insofern 
nämlich die Tangente zwei continuirliche Punkte mit der Curve gemein 
hat und in diesen beiden Punkten mit der Curve zusammenfällt. Wie 
aber weiter? Was schon Wallis erwiesen hat, das folgt auch un- 
mittelbar aus unserer Definition , , nämlich , dass Tangente und Curve 
keinen Winkel bilden, weil weder die Ebene noch der Raum sich durch 
Drehung eines solchen Gebildes als ein Vielfaches desselben darstellen, 
sich mithin auch kein geometrisches Yerhältniss zwischen ihnen auf- 
stellen lässt. Wohl aber könnte man wieder von einem Winkel spre- 
chen, wenn z. B. in einer Ebene zwei congruente und homolog liegende 
Curven in einem homologen Punkte zusammentreffen, da man ein sol- 
ches Gebilde und die Ebene immer als durch Drehung der einen Curve 
erzeugt und das Gebilde der partialen Drehung im g^eometrischen Ver- 
hältniss zu dem Gebilde der totalen Drehung denken kann, welches frei- 
lich kein anderes ist als das zwischen dem Tangentenwinkel und der 
Ebene. Die Curven nämlich und die Tangenten bilden dann ein 
räumliches System, dessen Elemente die partiale wie die totale Dre- 
hung gemein haben, mithin auch den Exponenten des geometrischen 
Verhältnisses zwischen der partialen und der totalen Drehung. Auch 
der sphärische Winkel ist immer gleich dem Tangentenwinkel, weil die 
Tangenten bei der um ihren Durchmesser gedrehten halben Kreislinie 
immer senkrecht auf der Drehungsaxe sind, was bei anderen um eine 
Axe gedrehten ebenen Curven nicht immer der Fall ist. Als Exponent 
eines geometrischen Verhältnisses ist aber der Winkel eine Zahl, wie es 
der Sinus, Cosinus und die anderen Winkelftmctionen ebenfalls sind. 
Und wie man später das dem Sinus, Cosinus etc. entsprechende räum- 
liche Gebilde Sinuslinie, Cosinuslinie etc. nennt, so nennt man das dem 
Winkel entsprechende je nach der Art des Winkels entweder Win- 
kelebene, Flächen winkelraum , Körperwinkelraum, sphärische Winkel- 
fläche etc. Wie bei den Winkelfunctionen Zahl und Linie oftmals ver- 
tauscht und verwechselt werden, so noch öfter oder vielmehr stets wird 
der Winkel mit der Winkelebene, dem Flächen- und dem Körperwinkel- 
raum verwechselt, oder vielmehr sagt man der grössern Kürze willen 
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überall, wo kein Missverständniss entstehen kann, für Winkelebene, 
Flächen- oder Körperwinkelraum bloss Winkel. Und wie die Grösse 
der Winkelfunctionen , so ist auch die Grösse der Winkel selbst unserer 
Definition zufolge von der Länge def' Schenkel unabhängig, weil die 
grössere oder kleinere Drehung von der Länge der Schenkel ganz un- 
abhängig ist. — 

49. Denkt man nach oder zugleich mit der Bewegung eines Punk- 
tes oder Punktsystemes, bei welcher die eingenommenen Oerter der 
Reihe nach numerirt (40) gedacht werden, eine zweite Bewegung der 
Art vor sich gehend, dass die Gesammtheit der Oerter, der Weg an sich 
wohl derselbe wie bei der ersten Bewegung ist, die Reihenfolge der 
Oerter aber die umgekehrte, so dass nämlich der letzte, vorletzte, dritt- 
letzte etc. Ort bei der ersten Bewegung der erste, zweite, dritte etc. bei 
der zweiten Bewegung ist, so nennt man die zweite Bewegung die Ge- 
genbewegung zur ersten. 

Geht die Bewegung vom Orte Ä ab und zum Orte B hin, so geht 
die Gegen bewegung zum Orte Ä hin und von B ab. Je nachdem also 
mit einer Bewegung ein Ab- oder Zubewegen resp. von A oder zu B 
verbunden ist, ist mit der Gegenbewegung ein Zu- oder Abbewegen 
resp. zu Ä oder von B verbunden. Setzt nun eine Bewegung sich 
oder eine andere fort, wenn sie an demselben Orte beginnt, wo sie 
oder eine andere aufgehört hat, so setzt auch die Gegenbewegung die 
erste Bewegung fort, da der erste Ort jener der letzte dieser ist. Auch 
kann man sagen, die Bewegung setze sich in diesem Falle in der 
Gegenbewegung fort. Setzt sich nun die Gegenbewegung so lange 
fort, dass der erste Ort der ersten Bewegung der letzte der zweiten ist, 
so ist der bewegte Punkt oder das bewegte Punktsystem wieder an der 
Stelle, wo er vor der Bewegung war, und scheint, unmittelbar be- 
trachtet, sich gar nicht bewegt zu haben, obgleich er sich doppelt 
bewegt hat. In einem solchen Falle nennt man die Bewegung und 
Gegenbewegung einander gleich. Und da in dem Resultate (vergl. 8) 
die Bewegung und die ihr gleiche Gegenbewegung zugleich sind und 
nicht sind, nämlich mittelbar sind und unmittelbar nicht sind, so sagt 
man deshalb, die Gegenbewegung habe die Bewegung in solchem Falle 
aufgehoben; wie auch, das durch die Bewegung Gesetzte, Positive 
sei durch die Gegenbewegung aufgehoben, negirt. Das Ergeb- 
niss des Aufhebens der einen Bewegung durch die gleiche Gegen- 
bewegung ist zwar dasselbe wie das bei keiner Bewegung, die Ent- 
stehung des Resultates ist aber eine verschiedene. Die Entstehung 
eines Resultates aber zu berücksichtigen ist oft ebenso wichtig und noth- 
wendig als das Resultat an sich zu betrachten. Ist der letzte Ort der 
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Gegenbewegung nicht der erste der ersten Bewegung, sondern ein spä- 
terer, hört die Gegenbewegung also früher auf als an dem Orte, an 
welchem die erste Bewegung begonnen hat, so heisst die Gegenbewegung 
kleiner als die erste und diese grösser als jene. Die Aufhebung der 
ersten Bewegung ist dann nur eine theil weise, die noch fortgesetzt wer- 
den könnte. Aber auch da, wo sie eine totale und der bewegte Punkt 
oder das Punktsystem wieder zur ersten Stelle zurückgekehrt ist, lässt 
sieb bei der Gleichartigkeit, Gleichgültigkeit und Unendlichkeit des Rau- 
mes uad der Unendlichkeit und Freiheit des Gedankens die Gegenbewe- 
gung noch über den ersten Ort fortgesetzt denken. In solchem Falle wird 
die Gegenbewegung grösser als die erste Bewegung und diese kleiner 
als jene. Da es nun nur der eine und derselbe logische Gegensatz des Po- 
nirens undNegirens ist, der sich zuerst in der Mathematik an der Grösse 
überhaupt im Vermehren und Vermindern, Vergrössern und Verkleinem, 
dann aber in der Geometrie und Arithmetik, an den Raum- und Zahlen- 
grössen, insbesondere in der Bewegung und Gegenbewegung (Zu- und Ab- 
bewegen) und im Zu- und Abzählen wiederholt, da also derselbe Inhalt 
nur in anderer Form erscheint, modificirt durch die besondere Natur des 
Raumes und der Zahl und der Grösse überhaupt, so ist es eine wesentliche 
Folge der wesentlichen Identität dieser Gegensätze, dass, wenn das 
Resultat der Bewegung wie des Zuzählens positiv genannt wird, das 
der Gegenbewegung und des Abzählens, sobald es selbstständig erscheint, 
negativ zu nennen ist. Weiter folgt, dass, wenn das Zu- und Abzählen 
selbst oder ein Resultat der erstem Operation mit -|-, dagegen ein Re- 
sultat der zweiten mit — bezeichnet wird, das Poniren und Negiren, 
die Bewegung und Gegenbewegung selbst oder ihre Ergebnisse mit + 
und — zu bezeichnen sind. Umgekehrt sind dann die eigentlich nur 
arithmetischen Zeichen -|- und — für das Zu- und Abzählen und deren 
Resultate in der Logik durch Poniren und Negiren, in der Geometrie 
durch Bewegung und Gegenbewegung zu deuten und durch deren Re- 
sultate. Auch bezeichnet die Geometrie das Resultat aus einer Be- 
wegung und einer ihr gleichen Gegenbewegimg mit (Null) wie die 
Arithmetik das Resultat des Abzählens der erst zusammengezählten 
Einheiten einer Vielheit. Da Gegenbewegung oder Bewegung nach ent- 
gegengesetzter Gegend, event. Richtung, zufolge der im Vorstehenden 
gegebenen Begriffsbestimmung immer nur eine zweite Bewegung ist, 
welche sich auf eine andere als erste, wirklich oder doch wenigstens in 
Gedanken vor sich gehende, bezieht, so kann die Gegenbewegung ohne die 
erste gar nicht vorgestellt und die Gegend nicht bestimmt werden, nach 
welcher die Gegenbewegung vor sich geht; nur nach der Gegend, event. 
Richtung der ersten Bewegung lässt sich die zugehörige Gegenbewe- 
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gung nach Gegend, event. Richtung bestimmen. Dies ist besonders für 
solche Fälle zu beachten, wo*) eine Bewegung mehr als einmal in die 
Gegenbewegong oder vielmehr die Gegenbewegung selbst wieder in ihre 
Gegenbewegung, mithin in die erste umschlägt. Wird nun, wie oben 
festgestellt worden ist, die erste Bewegung durch 4~f il^re Gegenbewe- 
gung durch — (+) bezeichnet, so wird dann die Gegenbewegung der 
Gegenbewegung durch — [ — (+)] zu bezeichnen sein. Da aber die 
Gegenbewegung zur Gegenbewegung wieder nach der Gegend, event. 
Richtung der ersten Bewegung erfolgen muss, so ist die durch 
— [ — (-f-)] und die durch + bezeichnete ein und dieselbe und folg- 
lich auch das Resultat beider dasselbe. 



*) Z. B. bei der schwingenden Bewegung des Pendels. 



Zweites Buch. 



Quantitative Bestimmungen des Raumes. 



Erstes Capitel. 

Die Raumgrössen an sich. 

50. Da in Folge der unendlichen Freiheit des Geistes und der 
Unendlichkeit und Gleichgültigkeit des Raumes die Bewegung eines 
Punktes und räumlichen Systemes an jedem Orte aufhörend und wieder 
anfangend, also an jedem Orte in sich und gegen sich begrenzt, getheilt 
gedacht werden kann, so kann auch das Resultat der Bewegung, der 
Weg, welchen besondem Namen er seiner sonstigen verschiedenen Be- 
schaffenheit willen auch erhalten mag, an jeder Stelle in und gegen 
sich begrenzt, also getheilt gedacht werden. Die Grenze der 
Bewegung ist also, weil die Bewegung gleichgültig gegen sie ist, quan- 
titative Grenze (9), und die Bewegung und in Folge dessen auch der 
Weg (46) jedes Punktes oder räumlichen Systemes wie auch jedes Raum- 
gebilde (43) eine Grösse. Wie die Grösse überhaupt, so kann also auch 
der Weg eines Punktes und räumlichen Systemes, jedes Raumgebilde 
getheilt werden, und die durch das Theilen entstehenden neuen Gebilde, 
in Bezug auf welche das ursprüngliche das Ganze heisst, werden 
T heile genannt. Das Ganze und seine Theile, als gegenseitig ausein- 
ander entstehend, sind gleichartig *^, Denn man nennt zwei oder mehr 



*) Gewöhnlich bestimmt man Grösse als das, was vergrössert und verkleinert 
werden kann. Danach kann es wenigstens zweifelhaft sein, ob ein Mensch oder ein 
Individuum überhaupt eine Grösse sei oder nicht. Wenn ein Mensch gewachsen ist, 
sagt man, er sei grösser geworden. Ist nun grösser werden und vergrössert werden 
nicht etwa zweierlei, so wäre demnach der Mensch oder sonst ein Individuum, ein 
Thier, eine Pflanze auch eine Grösse. Ist aber ein grösserer Mensch, Löwe, Apfel 
wohl mehr Mensch, Löwe, Apfel als ein kleinerer? Der Raum, den er einninimt, die 
Stoffe seines Leibes, das Gewicht ist grösser geworden und ist Grösse, nicht der Mensch. 
Man spricht von grösserer Schönheit, Tugend etc. Sind das Grössen? Alle Grössen 
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Dinge in irgend einer Hinsicht (also auch hinsichtlich ihrer Art) gleich, 
welche, wie verschieden auch sonst, in dieser Hinsicht wenigstens 
dieselben sind und dasselbe hervorbringen. In dieser Hinsicht, aber 
auch nur in dieser, kann man sie dann für einander setzen*). 



Zweites Capitel. 

Die Raumgrösseii und Grössen überhaupt 
in ihrer Veränderung. 

51. Der menschliche Geist vermag den Denkact, durch welchen er 
eine Grösse setzt (erzeugt), nach Belieben aus- und auch wieder ein- 
zusetzen, überhaupt also fortzusetzen, und zwar sowohl positiv als auch 
negativ, d. h. zu den in der Grösse schon gesetzten Theilen neue hinzu- 
setzend oder die in der Grösse schon gesetzten Theile wieder hinweg- 
setzend, aufhebend. Das positive oder negative Fortsetzen des Denk- 
actes, durch welchen eine Grösse erzeugt ist, heisst auch resp. Hinzu- 
setzen oder Wegnehmen, Vermehren oder Vermindern, Ver- 
grössern oder Verkleinern. 

Der Anfang des ganzen Denkactes, durch welchen überhaupt eine 
Grösse gesetzt wird, heisst der absolute, der Anfang hingegen des 
Denkactes, durch welchen der ausgesetzte Denkact positiv oder negativ 



reduciren sich auf zwei, auf Raum- und Zahlen grossen, da auch die Zeit- und* 
Kraft grossen nur räumlich zur Anschauung kommen. Die Definition: „Grösse ist 
jede Vorstellung, jedes Ding, insofern man darin eine Mannigfaltigkeit von Gleicharti- 
gem findet,*' mag für die Philosophie brauchbarer sein als für die Mathematik. Für 
uns ist Grösse, was quantitative Grenzen hat, d. h. Grenzen, gegen welche es gleich- 
gültig ist, so dass, wenn die Grenze geändert wird, wenn das Begrenzte namentlich 
wieder in sich und gegen sich begrenzt, wenn es getheilt wird, es doch sich gleichartig 
bleibt. Also ist Grösse, was getheilt sich gleichartig bleibt und an seinen Theilen 
vermehrt und vermindert werden kann. Kein Theil eines Menschen oder Individuums 
ist wieder Mensch oder Individuum. 

*) Da die Praxis oft ganz andere Rücksichten zu nehmen hat, als die abstracte 
Theorie, so kann man abstract theoretisch oft für gleich gelten lassen, was praktisch 
durchaus nicht gleich ist. Die Summe aller Theile eines Hauses, Tellers etc., wenig- 
stens nicht der Theile in Bedeutung von Stücken, ist noch nicht gleich dem Hause, 
dem Teller. Für den Kaufmann ist es gar nicht gleich, ob er ein Pfund auf einmal oder 
30 einzelne Loth abwiegt, einpackt und verkauft, einen harten Thaler oder 360 Pfen- 
nige als Zahlung erhält. Je nach Umständen ist ihm bald das Eine, bald das Andere 
lieber, dann tauscht er es ein. Die Definition : „gleich ist, was für einander gesetzt wer- 
den kann,'' ist nicht ursprünglich genug, denn das Vertauschtwerden ist etwas 
Secundäres, Abgeleitetes aus der primären Bestimmung, dass man dasselbe bewirken 
kann. 

Mttllcrf C^imidToniteiluugdti der Oeometrie. 3 
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fortgesetzt wird, der relative. Wirklich hinwegsetzen kann man 
aber nur, was vorher schon gesetzt worden ist, eine Grösse mithin 
auch nur vermindern um die in ihr enthaltenen Theile; eine weitere 
Verminderung ist unmöglich. Daher kann man aus einem Gefass nicht 
mehr Wasser ausgiessen, als vorher hineingegossen worden ist; man 
kann auch aus einer Gasse nicht mehr Geld herausnehmen, als vorher 
hineingelegt worden ist; von einem Stücke Zeug kann man nicht mehr 
Ellen abschneiden, als ihm der Weber gegeben. Kurz über den abso- 
luten Anfang einer Grösse, also auch einer Raumgrösse, ist eine Ver- 
minderung derselben unmöglich. Anders ist es beim relativen Anfang 
einer Grösse, bei welchem der die Grösse erzeugende Denkact nicht 
überhaupt erst angefangen hat, sondern nur dessen Fortsetzung; über 
ihn kann also bis zum absoluten Anfang der aufhebende , vermindernde 
Denkact hinausgehen. Ein solcher relativer Anfang einer Grösse ist 
nun namentlich der Anfang jeder Bewegung, welche der Mensch im 
Räume in Betracht nimmt, sowie auch der Anfang eines jeden durch 
Bewegung erzeugten Gebildes, weil wegen der Unendlichkeit des Rau- 
mes dessen absoluter Anfang nicht angebbar ist. Auch die ab- und 
zunehmende Veränderung jeder nicht unmittelbar räumlichen Grösse, 
z. B. die ab- und zunehmende Veränderung im Besitzstande eines 
Einzelnen, aus welcher das Vermögen oder die Schulden hervorgehen, 
lässt sich als eihe Bewegung im Besitze Aller vorstellen, bei wel- 
cher auf der einen Seite des relativen Anfanges des Besitzes eines Je- 
den sein eigenes Vermögen liegt, auf der andern dagegen das Vermögen 
aller Anderen. Geht aber Jemand beim Gebrauch seines Vermögens 
über den relativen Anfang desselben hinaus in das Vermögen der An- 
deren, so wird sein Vermögen negativ, es wird eine Schuld. Von 
einer Grösse, welche man, sei es von einem relativen oder dem absolu- 
ten Anfange aus, erst gesetzt und dann wieder aufgehoben hat, sagt 
man, sie sei Null*) geworden, und man bezeichnet dieselbe dann 
durch 0. Null also ist jede Grösse im relativen wie im absoluten An- 
fang, nur mit dem Unterschied, dass im erstem Falle der die Grösse 
aufhebende, vermindernde Denkact noch über Null hinaus fortgesetzt 
werden kann, im letztern aber nicht. In der allgemeinen Grössenlehre, 
also auch in der allgemeinen Raumgrössenlehre , nimmt man eben der 
grossem Allgemeinheit willen Null stets für die Grösse im relativen 



*) Null ist allerdings nulla quantitas, keine Grösse, aber keineswegs Nichts. 
Der, welcher drei Meilen hin und drei Meilen zurück gegangen ist, oder 2000 Thaler 
im Jahre eingenommen und ausgegeben hat, wird es leicht wohl an seinem Befinden 
verspüren, ob es dasselbe ist, als wenn er gar nicht gegangen wäre, oder gar Nichts 
zum Ausgeben gehabt hätte. Null ist also nicht einfaches Nichts, sondern aufgeho- 
benes Etwas. 
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Anfang, als bei welchem stets eine Yermindenmg über den Anfang 
möglich ist, und überlässt es der besondem Grössenlehre jedesmal die- 
jenigen Beschränkungen für die allgemeinen Resultate zu machen, 
welche daraus hervorgehen, dass eine Verminderung über den absoluten 
Anfang hinaus unmöglich ist. Die grössere Allgemeinheit, welche fär 
alle Untersuchungen gewonnen wird, ist der Grund für die Einführung 
der positiven und negativen Grössen und des relativen Anfangs dersel- 
ben in allen Fällen. 

52. Zwei Grössen heissen gleich, wenn sie durch einerlei Denk- 
act gesetzt oder sonst auf einerlei Weise erzeugt sind , weil sie dann 
selbst wie auch ihre Theile (50) dieselben sind und dasselbe hervor- 
bringen, mithin auch für einander gesetzt werden können. Obschon 
nun von einer Grösse nur ihre eigenen Theile und nicht die TheUe 
einer andern Grösse weggenommen werden können, so sagt man doch 
der Kürze willen auch bei zwei gleichen Grössen, weil jedem Theil der 
einen ein Theil der andern entspricht, man nähme die Theile der an- 
dern oder die andere Grösse selbst von ihr weg, statt die den Theilen 
der andern Grösse entsprechenden Theile ihrer selbst. Demnach wird 
Null bleiben, wenn von der einen zweier derartiger Grössen die andere 
weggenommen wird. Ueberhaupt aber sollen künftig jede zwei gleich- 
artige Grössen gleich heissen, wenn bei der Wegnahme der Theile 
der einen von denen der andern Null bleibt; ungleich, wenn 
bei Wegnahme der einen von der andern nicht Null bleibt. Grösser 
oder kleiner als eine andere Grösse heisst diejenige, von welcher Theile 
hinweggenommen oder zu welcher Theile hinzugesetzt werden müssen, 
um sie der andern gleich zu machen. Dass die Grösse Ä der andern 
gleichartigen B gleich sei, oder grösser oder kleiner als sie, bezeichnet 
man resp. durch A = B, oder Ä ^ B, oder JL < 5. 

Das Zeichen Ä^ B liest man demnach Ä grösser oder kleiner als 
B, auch Ä nicht gleich B^ und das Zeichen Ä ^ B liest man Ä gleich 
oder ungleich B. Ermitteln, ob zwei Grössen gleich sind, nennt man 
sie vergleichen. Um unmittelbar gegebene Raumgrössen zu verglei- 
chen, bringt man in der Regel durch fortschreitende, oder drehende, oder 
drehend-fortschreitende Bewegung die eine dergestalt an die Stelle, der 
andern, dass die Grenzen möglichst zusammenfallen. 

53. Diejenige Vergrösserung einer Grosse A, bei welcher die hin- 
zugesetzten Theile nicht beliebig, sondern als die Theile einer zwei- 
ten gleichartigen Grösse B bestimmt sind, und bei welcher die Theile 
beider Grössen A und B auf verschiedenen Seiten der gemein- 
schaftlichen Grenze sind, nennt man Addition. Wird die durch 
solche Vergrösserung von A um B entstehende Grösse mit C bezeichnet, 

3* 
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so. nennt man C die Summe von Ä und B, letztere Grrössen aber in 
Bezug auf Odie Summanden. Dass B zn Ä addirt werden soll oder 
auch ist, schreibt man Ä -\- B^ gelesen Ä plus By und dass C die 
Summe von Ä und B ist, schreibt man C = Ä -\- B, Aus der Defi- 
nition der Gleichheit zweier Grössen und aus der Definition des Addi- 
rens folgt unmittelbar, dass gleiche Grössen zu gleichen Grössen addirt 
wieder gleiche Grössen geben, oder kürzer gesprochen, dass Gleiches 
zu Gleichem Gleiches giebt; dagegen Ungleiches zu Gleichem 
oder Gleiches zu Ungleichem Ungleiches, und zwar da Grösseres, 
wo man Grösseres oder zu Grösserem addirt hat. Ist also Ä = Äi 
und B = Bu Boist Ä + B = Äi + B =: Ä -^ Bi= Ai -f J?i, 
ist aber B > JBi, so ist A + J? > J. + jBj, oder ist Ä ^ Ai, so ist 
A -\- B ^ Ai -\- B. Da in jeder der beiden Summen A -}- B und 
J9 -|- -^ die Theile dieselben sind, so ist auch A -{- B =^ B -{- A, 
Die Ordnung der beiden Summanden hat demnach auf die Grösse 
der Summe keinen Einfluss und ist in dieser Beziehung gleichgültig. 
In anderen Beziehungen kann A -]- B von B -\- A verschieden sein, 
z. B. bei Raumgrössen nach Form oder Stelle *). Weil es nun einerlei 
ist, oh B zu ^, oder A za B addirt wird, sagt man nun auch, man 
addire A und B zu einander. Sowohl der eine als auch der andere 
Summand kann nun selbst wieder schon eine Summe sein. Eine Summe 
von zwei Summanden, deren einer Summand selbst eine Summe von 
zwei Summanden ist, nennt man eine Summe von drei Summanden; 
und eine Summe von zwei Summanden, von denen etwa jeder eine 
Summe von zwei Summanden, oder der eine eine Summe von drei Sum- 
manden ist, heisst eine Summe von vier Summanden etc. Die Aufein- 
anderfolge, in welcher die Summanden zu addiren sind, wird wie auch 
später die Aufeinanderfolge der Operationen überhaupt durch Klam- 
mern bestimmt. Da wie bei zwei Summanden so auch bei drei oder 
mehr^ die in der Summe enthaltenen Theile immer dieselben bleiben, 
in welcher Ordnung man auch die Summanden addiren mag, so ist auch 
immer A + (B + C) = (A + B) + C = (A + C) + B = . . , 
und (A + B) + (C + D) = [(A + B) + G] + D = (A + C) 
+ (B + D) ... 

54. Diejenige Verkleinerung einer Grösse^, bei welcher die weg- 
genommenen Theile nicht beliebig, sondern als die Theile einer zweiten 



*) Sind z. B. A und B die beiden Dreiecke, in welche ein Oblongum durch die 
eine Diagonale ^etheilt wird, statt mit der Diagonale, mit den Seiten an einander ge- 
legt, so ist A -X" B kein Oblongum, sondern entweder ein Rhomboid oder Dreieck, 
also der Form nach verschieden. Auch ist ^ 4~ -^ ^^ einer andern Stelle im Räume 
«Is B -^ A. 



Die Raumgrössen und Grössen überhaupt in ihrer Veränderung. 37 

gleichartigen Grösse B bestimmt sind, und bei welcher die Theile bei« 
der Grössen Ä und B auf derselben Seite der gemeinschaftli- 
chen Grenze sind, nennt man Subtraction. Damit aber die Subtrac- 
tion und Verminderung überhaupt die durch Addition und Vermehrung 
gesetzten Theile in einer allen Fällen der besondem Grössenlehre, n#* 
mentlich auch der Lehre von der Bewegung, völlig entsprechenden 
Weise aufhebt, steht in der allgemeinen Grössenlehre stillschweigend 
fest, dass man, 'wie bei der Bewegung und Gegenbewegung, die letz- 
ten durch Addition und Vermehrung gesetzten Theile zuerst*) wieder 
aufhebt und wegnimmt. Die Grösse, von welcher subtrahirt wird, heisst 
Minuendus; die, welche subtrahirt wird, Subtrahendus, dagegen 
die in Folge der Subtraction entstandene die Differenz oder der Rest, 
Dass B von Ä subtrahirt werden soll oder ist, schreibt man Ä — B, 
gelesen A minus J9, und dass G die Differenz zwischen Ä und B, schreibt 
man C = Ä — B. Wird zur Differenz Ä — B der Subtrahendus B 
wieder addirt, so folgt unmittelbar aus der Definition beider Operatio- 
nen, welche sich in diesem Falle vollständig gegen einander aufheben, 
dass Ä wieder herauskommt. Es ist also (A — B) •■\- B = A. Auch 
ist aus demselben Grunde (A -}- B) — B = A, mithin auch (A — B) 
+ B = (A + B) --B. 

Aus den Definitionen der Gleichheit und der Subtraction zweier 
Grössen ergiebt sich noch unmittelbar, dass Gleiches von Gleichem 
Gleiches, dagegen Gleiches von Ungleichem oder Ungleiches 
von Gleichem Ungleiches lässt; und zwar lässt Kleineres von Glei- 
chem Grösseres, dagegen Gleiches von Kleinerem Kleineres. Und nach 
(51) ist, wenn A = B ist, A — B = A — A = B-'B = 0, alao 
d& {A — A) -i- A = A, auch -\- A = A, desgleichen + B=B} 



*) Sollen, was die Mathematiker doch wollen, die Operationen des Addirens und 
Subtrahirens auch den natürlichen Erscheinungen des Steigens und Fallens am Ther- 
mometer und Barometer, dem Hin- und Herschwingen des Pendels oder anderen Be- 
wegungen und Gegenbewegungen vollständig entsprechen, so ist dies nur möglich, 
wenn die zuletzt hinzugesetzten Theile zuerst wieder aufgehoben werden. Denn 
an einem Thermometer oder Barometer, welches erst auf 17^ oder 339'" gestiegen und 
dann um 5® oder 5'" wieder gefallen ist, sind nicht 5 beliebige Grad oder Linien 
wieder aufgehoben, sondern die 5 zuletzt hinzugesetzten, auch sind nicht beliebige 12^ 
oder 334"' geblieben, sondern die 12 oder 334 zuerst gesetzten. So bleiben denn 
auch überhaupt, wenn man 5 Einheiten von 17 oder 339 Einheiten abzieht, nicht 
12 oder 334 überhaupt, sondern die 12 oder 334 ersten und keine anderen als die 5 
letzten sind aufgehoben. Bei discreten Grössen kann es freilich auch anders ge- 
schehen. Es kann gleichgültig sein, welche 5 Thaler oder 5 Aepfel man von 339 
Thalern oder 17 Aepfeln wegnimmt. Wenn es aber bei den discreten Grössen gleich- 
gültig ist, welche Einheiten man wegnimmt, dagegen bei den continuirlichen nicht, so 
kann demnach die Mathematik, und muss als allgemeine Grössenlehre ihre Opera- 
tionen 80 auffassen, dass sie allen Fällen der besoderen Grössenlehre entsprechen. 
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und weiter d» (A — Ä) -^ A = Ä -^ {Ä — A) auch A -\- = A 
= + A. 

Wiederholt man diese Operationen des Addirens und Suhtrahireng 
und verbindet sie mit einander, so kSnnen sowohl der Minuendus als 
sach der Snbtrahendus bei der Sabtraction selbst wieder eine Summe 
oder Differenz sein. Untersucht man diese verschiedenen Fälle einzeln, 
80 findet man folgende in Formeln ausgesprochene Operationsgesetze 
für das Subtrahiren. 

I.A — (B + G) = (A — B)—C = (A— €) — B. 

ll.A-\r{B—G) = {A-it-B)—G = {A—C)-\-B. 

m. 4 — (B — C) = (^ — JB) + == (4 4- O — B. 

IV. (4 + J5) — C = ^ + (ß — C) = (4 — C) + 5. 

V. (4 — JB) + C = A — {B—G) — U-\- G) — B. 
yi.{A — B)— G= A-{B-\- C) = (^A— G) — B. 

Vn. (i4 + £)-(C+D) = [(^ + £)-C]-D=4-f[(5-C)— D] 

= [il + (£— C)] - D = ^ + [5 - (C + 2))] 
= [(^-C) + S]-2) = U-C) + (B-D) 
= [{A — D)-irB] — G={A — B) + {B—G). . . 

Vm. (,A+ B)-(G- D) = [(A-\- B)— C]-\- I>=A + [(B-G) + D] 

■=[A-\-(B—G)] + B = A + [B-(G—l))] ' 
=:[{A-G)-\-B] + B = (A~G)+iB+I)) 
= l(A + D) + B] -G = (A + D) + (B- G) . . . 

IX. (A—B) + iG + B) = [(A-B)+C] + B=A-{iiB-G)-D] 
= [A-(B - G)] + D = A-[B — iG + B)] 
■ =[U+C)-£] + D = (^+C)-(5-D) 
= [U+D)-J5]4-C = (^ + 2))-(£-C).. . 

X. (4-B) + (C-D) = [(.4-£)4-C]~2) = ^— [(£-6') + D] 
=zlA-{B—G)-\—B = A-\B — {G-B)-\ 
= [(^ + C) - £] - 2) =U + C) - (.B -H D) 

= [(^-D)-5]+C = (.4 — 2))-(B-C).. . 

XI. {A—B) — (C+I>) = [(J[ — J?) - C] - D=^-[(B+ C) + X>] 
= [4 — (5+ C)] — 2) = ^ — [.B-fCC+D)] 
= [(.4— O— JB] — D = (^ — C) - (-B + B) 
= [(^-D)-5]-C = (^-D)-(£4-C). .. 

Xn. {A—B) — {G—B) = \_{A~B)— C] + D=4— [(JB+C)— D] 

= {A-{B\G)-\^B = A-\B\{G-B)-\ 
= {{A — G) — B^\^rB = {A—C) — {B — B) 
= [U + D)-.B]— C = (^ + D)-(.B+C)... 
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Die Beweise fär die Richtigkeit aller in diesen Grleichungen aus- 
gesprochenen Operationsgesetze ergehen sich leicht entweder durch he- 
griffliche Ableitung aus der Definition des Addirens und Subtrahirens, 
der Summe und der Differenz, oder dadurch, dass die den Subtrahendus 
bildende Summe oder Differenz auf beiden Seiten der zu erweisenden 
Gleichung addirt und der Grundsatz über die Addition gleicher Grössen 
zu gleichen angewendet wird. 

Diese Formeln, weil bloss das Verhalten der Operationen des Ad- 
direns und Subtrahirens nach ihrer Reihenfolge betreffend, ohne alle 
Rücksicht auf die Grösse der Summanden , der Subtrahenden und Mi- 
nuenden, behalten auch ihre Gültigkeit, wenn durch Gleichsetzung des 
Minuenden und Subtrahenden eine der vorkommenden Differenzen zu 
Null wird. So wird, wenn man in (IL) B = C setzt: 

Xni. Ä + (B — B)=A + 0=(A + B) — B = {Ä — B) + B = Ä. 

Aus (V.) wird, wenn man A = B setzt: 

XIV. (A — A)+C=0+C=A — (A—C) = (A+C) — A=C. 

Aus (III.) wird, wenn man B == G setzt: 

XV. A—(B — B)=A — = (A — B) + B=r(A + B) — B = A, 

also A^-0 = A = A+0 = 0-^ Ä. 

Aus A + [iB—C) — D]=z[A + (B—C)] — D = (A — B) 
+ (B — C) in (VII.) wird, wenn man darin B = C setzt : 
Ä + [(B—B)—D] = [A+(B—B)] — D = (A — D) + (B — Bl 

oder 

XVI. A + [0 — B]=z(A + 0) — D = (A — D) + = A — D 

nach (XIIL). 

Aus A + [(B— G) + D] = [A + (B — C)] + D = (Ä + D) 
+ (B — 0) in (Vni.) wird, wenn man darin B = G setzt : 
A + [(B — B) + 1)] = [A + (B—B)] + D = (A+D) + iB—B), 
oder 

XVIL A + [0+D]z=(A + 0) + D = (A + D) + = A + D 
nach (XIIL). 

Aus A — [(B—G) — D]= [A—(B—G)] +D = (A + D) 
— (B — G) in (IX.) wird, wenn man darin B = G setzt: 
A — [(B — B) — D] = [A — iB — By]+I) = (Ä + D) — (B — Bl 
oder 

XVIIL A — [0—D] = (A — 0) + D = (A + D) — = A + D 
nach (XV.). 
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Endlich aus Ä — [(B — G) + D] = [A — (B — C)] — D 
= (A — D) — (B — C) in (X.) wird, wenn man darin B = C setzt: 

Ä — [(B — B) + D]=[A — (B — B)] — D = iÄ — l)) — iB — B) 
oder 

XIX. ^ — [0 -f D] = (4 ~ 0) — D = (A — D) —0=A — I) 
nach (XV.). 

Schreibt man nun kürzer für + D und — D resp. bloss 
+ 2) und — D, so ist demnach 

A -\- (— D) = A — D, und 

A + (+ D) = A + D, dagegen 

A — (— 1)) = A + D, und 

A — (-\- D) = A — D. Also auch 

A + (— I)) = A — (-{- B) und 

^ + (+ D) = ^ — (- D). 

und nennt man -\- D eine positive, dagegen — D eine nega- 
tive und im Gegensatz zu beiden D eine absolute Grösse, so ist es 
im Resultate einerlei, ob man die negative Grösse — D addirt, 
oder die positive -|- D oder die absolute D subtrahirt; des- 
gleichen ob man die negative Grösse — D subtrahirt, oder die 
positive + B oder die absolute D addirt. 

Das in (49) für die Bewegung und Gegenbewegung und ihre Be- 
zeichnung durch -|- und — und deren Umkehrung in das entgegen- 
gesetzte Zeichen Gesagte gilt demnach ganz allgemein für die Grössen 
überhaupt. In den beiden abkürzenden Zeichen + D und — D resp. 
für + D oder (B — B) + 2) und — D oder (B — B) — D 
sind implicite eigentlich enthalten beim erstem zwei Abwechselungen 
der Vorzeichen und beim letztern eine Abwechselung und eine Folge 
der Vorzeichen, und somit enthält auch das erstere Zeichen eigentlich 
eine doppelte, das letztere nur eine einfache Aenderung im Erzeugungs- 
acte der Grösse. 

Bei 4" B stellt sich in Bezug auf die Theile von D der positive oder 
negative Erzeugungsact der Grösse, welcher durch das vor der Klammer 
stehende -|- oder — Zeichen für die Theile des ersten B bestimmt, und 
für die Theile des zweiten B in der entgegengesetzten übergegangen 
ist, wieder her, dagegen bei — D nicht, vielmehr setzt sich bei — D 
der positive oder negative Erzeugungsact der Grösse, welcher durch das 
vor der Klammer stehende -\- oder — Zeichen für die Theile des ersten B 
bestimmt und für die Theile des zweiten B in den entgegengesetzten 
Erzeugungsact übergegangen ist, in dieser entgegengesetzten Weise, 
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mithin resp. negativ oder positiv fort. Da sich niüi aber das Hinzu- 
setzien und Hinwegnehmen der Theile von B gegenseitig aufheben, so 
kann man also sogleich, was einfacher ist, den Erzeugungsact der Grösse 
mit den Theüen von D fortsetzen, und zwar, je nachdem vor der Klam- 
mer das + oder — - Zeichen steht, entweder in dem entsprechenden 
oder entgegengesetzten Sinne des in der Klammer vor D stehenden 
Zeichens. Dabei ist nun noch zu bemerken, dass das entgegengesetzte 
Vorzeichen bei den Raumgrössen wie bei den Grössen überhaupt zwar 
immer die entgegengesetzte Entstehung, aber nicht immer eine ent- 
gegengesetzte Lage im gewöhnlichen Sinne*) anzeigt. 

55. Sind in einer Summe von 2, 3 ... n Summanden einander 
gleich, etwa gleich Ä^ und schreibt man kürzer für A -^ A^ oder 
A -{- A -^ A^ oder A-^A-\-A-\-A-\-,,.^ kürzer resp. 2 A, 
oder 3 A^ oder ti Jl, so nennt man eine so geschriebene Summe ein 
Product, und in Beziehung auf dieses den Summanden A den Multi- 
plicandus, die Anzahl n derselben den Multiplicator. Weil die 
Summe den Summanden, so ist auch das Product stets eine dem Multi- 
plicandus gleichartige Grösse, der Multiplicator ist stets**) eine Zahl. 
Und ist der Multiplicand ebenfalls eine Zahlengrösse , sind also Multi- 
plicandus und Multiplicator beide gleichartig , so benennt man sie auch 
beide mit gemeinschaftlichen Namen Factoren, weil sie in solchem 
Falle auch mit einander vertauscht werden können, d. h. es kann jede 
der beiden Zahlen so gut als Multiplicator wie als Multiplicandus an- 
gesehen werden. Die zur Bestimmung des Productes erforderliche Ope- 
ration, wenn sie, wie in der Zahlenlehre, von der Addition verschieden, 
ist die Multiplication. Das Product 2 A, S A , , , nA nennt man 
auch resp. das Zwei-, Drei- . . . oder n fache von -4, und fasst diese 
zusammen unter der Benennung Vielfache von A, Weil Gleiches zu 
Gleichem Gleiches und Ungleiches zu Gleichem oder Gleiches zu Un- 
gleichem Ungleiches giebt, so folgt daraus, dass die Producte gleicher 
Grössen oder die Gleichvielfachen gleicher Grössen gleich, dagegen die 
Gleichvielfachen ungleicher oder die Ungleichvielfachen gleicher Grössen 



*) Ist « ein Winkel im ersten Quadranten, so ist als trigonometrische Func- 
tion sec a positiv, dagegen sec (180 -f- «) negativ, und doch fallen beide als tri- 
gonometrische Linien, am Kreise dargestellt, auf einander, und haben also im gewöhn- 
lichen Sinne des Wortes scheinbar keine entgegengesetzte Lage; aber die Secantenlinie 
<lcs ^ et liegt auf dem einen Schenkel selbst, die des ^ (180^ -f- et) auf der Ver- 
längerung des Schenkels über den Scheitel hinaus. 

**) Wohl kann eine Ruthe , ein Pfund 2, 3, 4 . . . mal genommen werden , nie 
aber 2, 3, 4 . . . eine Ruthe oder ein Pfund mal. So wenig man nun ein Pfund ein 
Pfund mal nehmen kann , eben so wenig auch eine Ruthe eine Ruthe mal, und es ist 
nur eine abkürzende Redensart, ein Rechteck ein Product zweier Strecken und die 
Quadratruthe demnach ein Product zweier Ruthen zu nennen. 
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ungleich sein müssen, wie auch, dass Gleiches mit Gleichem multiplicirt 
Gleiches, dagegen Gleiches mit Ungleichem oder Ungleiches mit Glei- 
chem multiplicirt Ungleiches gehen muss. Zugleich ist m ji + n ^ 
= (w + «) j4 und mÄ +;^ mB = m(Ä ^ B). 

56. ist eine Grösse B getheilt (10), und zwar in gleiche Theile, 
so dass das Ganze B ein Vielfaches des einen Theiles Ä, so heisst die- 
ser eine Theil ein aliquoter und inshesondere ein ntel von B, wenn 
nÄ = B. Und bezeichnet man wie gewöhnlich das ntel von B mit 

7? B 

— , BD ist also auch n . — = B, Ist 5 kein Vielfaches von A selbst, 
n n 

sondern von irgend einem Theile von Ä, etwa das n fache vom mten 

Ä , , , 

Theile, also B = n . — , so ist ^ ein aliquanter Theil von J?. Da nun 

m 

der Theil stets gleichartig zu dem Ganzen, so muss auch Ä stets zu B 
gleichartig, dagegen n stets eine absolute Zahl sein. Wie nun ^ durch n 
und Ä, so ist auch umgekehrt n durch Ä und B, desgleichen Ä durch 
n und B bestimmt. Die Operation, durch welche bestimmt wird, das 
Wievielfache eine Grösse 5 von einer andern gleichartigen ist, oder wie 
oft eine Grösse Ä in einer andern gleichartigen enthalten ist, heisst 
Division, und in Beziehung hierauf heisst B der Dividendus, Ä der 
Divisor, und die das Vielfache bezeichnende Zahl n der Quotient. 
Die Operation dagegen, durch welche A als der nie Theil eines Ganzen 
B bestimmt wird, heisst T heilen*). In der Zahlenlehre, wo auch Di- 
vidend und Divisor Zahlen sind, wie der Quotient, fällt die Division 
mit den Theilen zusammen. Dass B durch Ä dividirt werden soll, be- 
zeichnet man durch B : Ä, und dass von B der wte Theil genommen 

werden soll oder genommen ist, durch — • 

n 

Aus dem Verhalten der Division und des Theilens zur Multiplica- 

tion und zum Vervielfachen folgt ohne Weiteres , dass die gleichvielten 

Theile gleicher Grössen auch gleich, dagegen die ungleicher oder die 

nicht gleichvielten Theile gleicher auch ungleich sein müssen, oder dass 

Gleiches durch Gleiches dividirt Gleiches, dagegen Ungleiches durch 

Gleiches oder Gleiches durch Ungleiches auch wieder Ungleiches geben 

muss. Zugleich ist — i- — = — = — • 

n ^ n n 



*) Dnrch Theilen (partiri) erhält man die Theile wirklich einzeln, beim Di- 
yidiren (dividere, eintheilen) erfährt man, wie viel ihrer möglich. 
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Drittes Capitel. 

Die Raumgrössen und Grössen überhaupt 

im Verhältniss. 

57. Zwei Dinge Ä und B stehen im Verhältniss, wenn das 
eine seinen Halt an dem andern hat, wenn das eine mit dem andern 
steht und fällt, und ist oder aufhört zu sein, was es ist, so lange 
das andere ist, oder sobald das andere aufhört zu sein, was es ist. So 
stehen Vater und Kind, Lehrer und Schüler, Herr und Diener, Obrig- 
keit und ünterthan, Ursach und Wirkung, Grund und Folge, Inhalt 
und Form etc. in einem Verhältniss, weil eigentlich und genau genom- 
men der Vater, Lehrer, Herr etc. aufhört Vater, Lehrer, Herr etc. zu 
sein, sobald er kein Kind, keinen Schüler etc. mehr hat. Demnach ste- 
hen auch zwei Grössen Ä und B im Verhältniss, wenn die eine A be- 
stimmt ist oder überhaupt ist, was sie ist, durch die andere B^ und 
aufhört zu sein, was sie ist, sobald die andere aufhört zu sein, was sie 
ist, also die andere sich ändert. Das Verhältniss zweier Grössen als 
solcher heisst quantitativ, jedes andere qualitativ. Weil Vater, 
Lehrer, Herr etc. keine Grössen sind, so ist das Verhältniss zwischen 
Vater und Sohn, Lehrer und Schüler etc. kein quantitatives; dagegen 
das zwischen Länge und Breite einer Strasse, Bank, oder das zwischen 
den Gewichten zweier Stücken Zucker, Fleisch etc. Das quantitative 
Verhältniss, in welchem zwei gleichnamige Grössen A und B stehen, 
heisst geometrisch, wenn die eine, etwa A, als ein Vielfaches von B 
selbst oder einem angebbaren Theile von B betrachtet wird. Auch hier 
im geometrischen Verhältniss hat A dann nur als Vielfaches von B oder 
eines Theiles von B Halt, Bestand, Bedeutung und ändert sich, sowie 
B sich ändert. Das Zeichen dafür, dass A im Verhältniss zu B ste- 
hen und betrachtet werden soll, ist -4 : 5*), gelesen A zu B, Suchen 
oder angeben, um welche Grösse A grösser oder kleiner sei als eine 
andere gleichnamige^, heisst das arithmetische Verhältniss suchen 
oder angeben. Da das arithmetische Verhältniss als solches in der 
Mathematik weniger in Betracht kommt als das geometrische , so nennt 
man letzteres oft schlechthin das Verhältniss (griech. koyog, lat. ratio). 
58. Ist die eine Grösse von A ein Vielfaches von der andern B 
oder von einem angebbaren Theile der andern JB, z. B. A das w fache 



*) Manche schreiben — , gelesen A durch B. 
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Yon B oder vom titen Theile von B^ so heissen die Grössen commen- 

m 

snrabel und ihr Verhältniss rational, und die Zahl m oder — der 

n 

Exponent des Verhältnisses, Yerh&ltnissexponent. Lässt sich 
kein Theil von B — wie klein auch genommen — angeben , von wel- 
chem A ein Vielfaches, so heissen die Grössen incommensurabel and 
ihr Verhältniss irrational*), d. h. ein Verhältniss, dessen Exponent 
weder in einer ganzen noch in einer gebrochenen Zahl völlig genau 
angebbar. Sobald das Verhältniss A : B irrational ist, so muss A doch 
immer grösser als ein gewisses Vielfaches, etwa das |? fache von irgend 
einem Theile von B^ etwa vom gten Theile, und zugleich kleiner 

sein als das (p + 1) fache desselben Theiles von B, also p . — <C -^ 

TD B H 

<C ( P + 1) — • — Es liegt A- demnach zwischen v . -— und (p-\- 1)— 
wie die Grenze (Mitte) zwischen ihren Seiten. Denkt man nun q 

immer grösser und grösser, also — immer kleiner und kleiner werdend, 

7? 7? 7? 

so wird die Differenz zwischen p . ~ und (p -\- 1) — , nämlich — 

3 3 g. 

selbst, auch immer kleiner und kleiner, um so mehr auch die Differenz 

B B B 

zwischen A und p . — oder (p 4- l) — , die Werthe von p . — und 

q ^ ^ g 3 

(P 4" 1) — nähern sich daher immer mehr wie einander, so auch dem 
g 

Werthe von A, welcher sie immer scheidet, für sie die Grenze bildet 

B B 

und daher ihr Grenzwerth heisst, während p , — und (p 4- 1) — 

a a 

die Seitenwerthe von A heissen können. Das irrationale Verhält- 
niss unter diesem Gesichtspunkt angesehen, erscheint als Grenzver- 
hältniss der rationalen Seitenverhältnisse und wird so allein 
bestimmbar. In Bezug auf das Verhältniss A : B heissen die Grössen 
A und B Glieder (Seiten) desselben, und zwar A das erste oder 
Vorderglied, B das zweite oder Hinterglied. 

*) ,,Duriuscala vero videri possit rationis irrationalis, appellatio; quae enim 
Xöyoyj rationem, habent, ad invicem qui dici possint äXoya7 aut etiam ipse Xöyog^ 
ßXoyog? Dicendum est, hoc ob vocis Xöyog apud Graecos homonymiam obtingere 
(qnos et Arithmetici Latini sequuntur). Quippe Xöyog (praeter alia significata) etiam 
ratiocinium sive compatum signiHcat, unde logista idem est qui calculator sive com- 
putator; atque illud (xXoyov ^ quod calculum fugit, nee vero numero est explicabile: 
qua de caussa et äQ^rjtop et dyexgxbvrjtoy dicitur, inexplicabile, inefFabile, inenarra- 
bile; non quod omnino enarrari non possit, sed non veris numeris enarrari possit/' 
Waliis. 
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59. Die Crrösse B, von welcher man die andere Ä oder von deren 
Theile man die andere A als ein Vielfaches ansieht, heisst Einheit, 
und diejenige Zahl, welche dies Vielfache angiebt, nennt man den Ex- 
ponenten des geometrischen Verhältnisses oder schlechthin den 
Verhältnissexponenten. Bei den arithmetischen Verhältnissen ver- 
steht man untenn Exponenten den Unterschied der beiden Grössen 
^. und B. Bei dem geometrischen Verhältniss ist der Exponent stets 
eine Zahl, bei dem arithmetischen eine zu Ä und B gleichartige Grösse. 
Der Exponent des geometrischen Verhältnisses ist entweder rational 
oder irrational, je nachdem das Verhältniss es ist. Sind die Exponenten 
zweier, sei es arithmetischer oder geometrischer Verhältnisse, also bei 
den irrationalen geometrischen die Exponenten der rationalen Seiten- 
verhältnisse gleich oder ungleich, so nennt man auch die Verhältnisse 
gleich oder ungleich; und ist der Exponent des einen oder des andern 
Verhältnisses grösser oder kleiner als der des andern Verhältnisses, so 
heisst auch das erstere Verhältniss grösser oder kleiner als das zweite. 

Dass p oder — Exponent des geometrischen Verhältiysses A : B 

p 

sei, schreibt man A : B = p oder A : B = ^. Und dass das Ver- 

hältniss A : B gleich dem C : D, oder das Verhältniss A : B grösser 
oder kleiner als das von G : D, schreibt man resp. A : B = G : D, 
oder A : B ^ C : D, oder A : B <^ G : D. Dass U der Exponent 
des arithmetischen Verhältnisses zwischen A und B sei, schreibt man 
A — B =^ üy und dass das arithmetische Verhältniss A ^— B dem 
von G — D gleich sei, schreibt man A — B = G — 2>, dass es 
grösser oder kleiner sei dagegen resp. A — B ^ G — D oder A — B 
<Z G — D. Die Gleichsetzung zweier gleicher arithmetischer oder 
geometrischer Verhältnisse wie A — B = G — D oder A:B=G:D 
nennt man resp. eine arithmetische oder eine geometrische Pro- 
portion, und die Grössen A, B, G und D heissen in Bezug auf die- 
selbe Glieder, und zwar A das erste, B das zweite, G das dritte und 
D das vierte Glied; auch heissen das erste und vierte Glied äussere 
Glieder, das zweite und dritte innere der Proportion, die Glieder end- 
lich jedes Verhältnisses zusammengehörig. Sind die mittleren Glie- 
der einer Proportion gleich, so nennt man die Proportion stetig, 
sind sie ungleich, so heisst die Proportion unterbrochen (abgeson- 
dert). Das gleiche mittlere Glied der stetigen Proportion heisst die 
mittlere Proportionale, oder insbesondere bei der arithmetischen 
und geometrischen stetigen Proportion das arithmetische und geo- 
metrische Mittel zwischen den beiden übrigen Gliedern, und das 
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vierte Glied einer solchen heisst die dritte Proportionale zu den 
heiden anderen, -während bei einer unterbrochenen Proportion das vierte 
Glied auch die vierte Proportionale zu den drei anderen heisst. 

Gewissem) aassen eine Verbindung der arithmetischen Proportion 
mit der geometrischen ist die harmonische. Sind nämlich vier gleich- 
artige Grössen A, B^ C und D von solcher Beschaffenheit, dass Ä — B: C 
— D = A : D, Bo heissen sie harmonisch proportional und die 
Proportion A — B : G — D =■ A : D eine harmonische. Sind die 
beiden mittleren Grössen B und C einer harmonischen Proportion ein- 
ander gleich, also A — B : B — D := A : D, so heisst B das har- 
monische Mittel der beiden anderen und die Proportion eine stetige 
harmonisch^e. 

60. Ist die Einheit B oder deren Theil, von welchem die andere 
gleichartige Grösse A als ein Vielfaches angesehen werden soll, eine für 
immer zum Voraus bestimmte, allgemein bekannte uud aner- 
kannte, darum feste, so heisst es nicht mehr, man suche d^s Verhält- 
niss von A zu jB, sondern man messe A durch B, So sucht man wohl 
das Verhältniss der Länge und Breite einer Strasse, aber man misst 
die Länge und Breite durch die Ruthe , den Fuss , Zoll etc. , wo die 
Ruthe nebst ihrer 10- oder 12theiligen Eintheilung zum Voraus be- 
stimmt und allgemein bekannt sind. Und gerade in Beziehung zum 
Messen heissen zwei Grössen, deren Verhältniss rational oder irrational 
ist, commensurabel oder incommensurabel; die Einheit aber heisst 
das Maass (Gemäss) und der Verhältnissexponent die Maasszahl. Wenn 
irgend eine Grösse, wie z. B. ein Winkel, ein Kreisbogen, die Wärme- 
menge des Wassers im flüssigen Aggregatzustande von solcher Beschaffen- 
heit ist, dass eine wirkliche Vermehrung nur bis zu einer festen Grenze 
möglich ist, so nennt man die Einheit, mit welcher man eine solche 
Grösse misst, einen Grad*). 

61. Wie sich aus dem Vorstehenden ergeben, umfasst die mathe- 
matische Lehre vom Raum im Allgemeinen (die allgemeine mathematische 
Raumlehre) ausser diesjen Grundbegriffen als besondere Theile , einmal : 



*) Einen Winkel irgend welcher Art kann man über den vollen, und einen Kreis- 
bogen über die volle Peripherie hinaus eigentlich und wirklich ebenso wenig noch ver^ 
mehren , als die Wärmemenge des Wassers im flüssigen Zustande unter den gewöhn- 
lich angenommenen Umständen über 100® C. hinaus, bei welcher Grenze es in Dampf 
übergeht. Insofern nun bei den Winkeln, Kreisbogen, Wärmemengen der volle Winkel, 
die volle Peripherie, der sogenannte Fundamentalabstand am Thermometer die eigent- 
lich an und für sich bestimmte, feststehende Grösse ist, nach welcher als Einheit alle 
anderen zu bestimmen wären, so sagt Hegel nicht mit Unrecht, der Grad sei eine 
erst durch die Vielheit bestimmte Einheit, nämlich durch die Zahl der Theile, in 
welche der volle Winkel, die ganze Peripherie, der Fundamental abstand getheilt wird, 
ob resp. in 360 oder 400, in 80 oder 100 Theile. 
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dieLehre von der Entstehung und Bestimmung der Raum- 
gebilde und Kaumgestalten an und für 8ich(die geometrische 
Formenlehre), 

und zweitens: 

die Lehre von dem gegenseitigen Bestimmen und Ver- 
halten der Raumgebilde und Raumgestalten nach Grösse, 
Form und Lage (geometrische Syntax, geometrisctes System 
oder Geometrie schlechthin). 



REGISTER« 

Die beigesetzte Zahl bedeutet die Seitenzahl. 



A, 

Addition 35. 

Ausdehnung des Raumes nach sechs oder 
drei Gegenden 6, der Fläche (Ebene) nach 
vier oder zwei Gegenden 8, der Linie 
(Geraden) nach zwei oder einer 11. 

Aussenwinkel eines Winkels 27. 

Aze eines Ebenenbtischels' 17 , der Sym- 
xuetrie 21, der Prehong 24. 

Axenebene 18. 

Axenpunkte 24. 

B. 

Bestimmung, vollständige oder nicht voll- 
ständige, eines Punktes oder räumlichen 
ßystemes 20. 

Bewegen 20. 

Bewegung, drehende, rein - fortschrei- 
tende 23 , drehend - fortschreitend^ 24. 

Breite 7. 

Btischelraum 16. 

c. 

Centralstrahl 18. 
Commensurabel 44. 
Congruent 21, 23. 
Continuirlich 5, 7. 

D. 

Decken 21. 
Diameter 22> 
Discontinuirlich 5. 

Müller, OriuidvorBtellungen der Geometrie« 



Discret 5. 
Drehpunkt 24. 

Drehung , einfache , zusammengesetzte, 
totale, ganze, volle, partiale 24, halbe 25. 
Drei 28. 
Durchmesser 22. 

K 

Ebene 9, durch zwei Strahlen oder sich 
schneidende Gerade vollständig be- 
stimmt 16, der Symmetrie 21. 

Einheit 18. 

Eins 18, erste zweite etc. 19. 

Elemente eines Systemes 19, gleichliegende, 
homologe und antihomologe 21. 

Exponent eines Verhältnisses 44. 

Extension 2. 

Extensiv 2. 

F. 

Figur 21. 

Fläche eines geometrischen Körpers 8, 
im Baume, ebene, begrenzte, in sich 
zurücklaufende 9, abstracte 10, 

Flächenbüschel 26. 

Flächenwinkel 26. 

Flächenwinkelraum 26. 

Formenlehre, geometrische 47. 

G. 

Ganze, das 32. 
Gegenbewegung 29. 

Gegenden, sechs des Raumes 6, vier der 
Fläche 9, zwei der Linie 11, 

4 
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Register. 



Gegenponkte 22. 

Gegensysteme 22. 

Gerade, die 12, durch zwei Punkte voll- 
ständig bestimmt 16, der Symmetrie 21. 

Gleich 33. 

Glieder eines Verhältnisses 44, einer 
Proportion 45, innere, äussere, zusam- 
mengehörige 45. 

Grad 46. 

Grenze 3, ein- und ansschliessende 4, 
quantitative und qualitative 11 und 13, 
absolute 14, zweier Seitenverhält- 
nisse 44. 

Grenzfläche 8. 

Grenzlinie 10. 

Grenzpunkt 13. 

Grenzverhältniss rationaler Seitenverhält- 
nisse 44. 

Grenzwerth 44. 

Grösse, die 32. 



H. 



Halbebene 12. 
Halbraum 9. 
Hinzusetzen 33. 
Höhe 7. 



I. 



Incommensurabel 44, 46. 
Intension 2. 
Intensiv 2. 
Irrational 44. 

K. 

Klappen 25. 

Körper, geometrischer 3, 
Körperwinkel 26. 
Körperwinkelraum 26. 

L. 

Lage, absolute, relative 9, entgegenge- 
setzte 41. 

Länge 7, 11. 

Linie an der begrenzten Fläche, im Räume, 
gerade, in sich zurücklaufende 12, zie- 
hen 14. 

Linienbüschel, ebener, flacher 26. 

Liniensystem 19. 

Linien Winkel, ebener, flacher 26. 



M. 



Mehrheit 18. 

Messen 46. 

Mitte 4. 

Mittel, das arithmetische und geometri- 
sche 45, das harmonische 46. 

Mittelpunkt des ebenen und räumlichen 
Strahlenbüschels 15 xmd 16, des Bü- 
schelraumes 18, der Drehung 24. 

Multiplication 41. 



N. 



Negativ 29. 
Nullwinkel 27. 
Numeriren 19. 



0. 



Oberfläche 8. 

Ordnen 19. 

Ort 20, geometrischer 23. 

P. 

Positiv 29. 

Proportion , arithmetische , geometrische, 
stetige, unterbrochene 45, harmo- 
nische 46. 

Proportionale, mittlere 45, dritte, vierte 46. 

Punkt 14 , - untheilbar 14, der Sym- 
metrie 22. 

Punktsystem 19. 

Q. 

Qualität der Flächen und Linien 11 und 13. 
Quantität der Flächen und Linien 11 
und 13. 

R. 

Rational 44. 

Raum 1, erfüllter, leerer, reiner 2, ab- 
stracter (äusserer), idealer (innerer) 3, 
unbegrenzt, ungetheilt 5, begrenzbar, 
theilbar 6, ein Raum und viele Räume 5 . 

Raumgebilde, lineare, flache, ebene, kör- 
perliche 21. 

Raumgestalt 21. 

Räumliches System 19. 

Richtung einer Geraden 15, einer Ebene 17. 

Richtungsseiten des Punktes 15, der Ge- 
raden 17. 

Rücklaufende Fläche 19, Linie 12. 



S. 



Mass 46. 
Masszahl 46. 



Scheitellinie 27. 
Scheitelpunkt 27. 



Register. 



51 



Schenkel der Winkelebene und Winkel- 
fläche 27. 

Schenkelflächen 21. 

Schneiden von Linien 15, von Flächen 17. 

Schwenken 25. 

Seiten der Grenze, innere und äussere 4, 
der Fläche (Ebene) 8, der Linie (Ge- 
raden) 11, des Punktes 14. 

Seitenflächen des Eörperwinkelraumes 27. 

Seitenverhältnisse, rationale 44. 

Stelle 19. 

Strahlen 15. 

Strahlenbüschel, ebener 15, räumlicher 16. 

Subtraction 37. 

Symmetrisch 21. 

T. 

Theil 4, 32, zusammengehörige 5, ali- 
quoter, aliquanter 42. 
Theilen 4. 
Treffen von Linien 15, von Flächen 17. 

ü. 

Umfang und Umfangslinie 10. 

V. 

Vergleichen 35. 
Vergrossern 33. 



Verhältniss, arithmetisches, geometrisches, 
rationales, irrationales, gleiches, un- 
gleiches, grösseres und kleineres 45. 

Verhältnissexponent 44. 

Verkleinern 33. 

Vermehren 33. 

Vermindern 33. 

Viele 18. 

Vielfaches 41. 

Vielheit 18. 

w. 

Weg 23. 

Wegnehmen 33. 

Weltraum 1. 

Winkel 26, gestreckter, concaver, con- 

vexer, ganzer, voller 27. 
Winkelebene 26. 
Winkelfläche 26. 

z. 

Zahl 19. 
Zählen 19. 

Zusammengehörige Theile 5. 
Zwei 18. 
Zweipunkt 13. 



Holzstiche 

aus dem xylographischen Atelier 
von Friedrich Vieweg und Sohn 
in Brannsohweig. 



Papier 

aus der Papier-Fabrik 

der Gebrüder Vieweg zu Wendhausen 

bei Brannsohweig. 



ELEMENTE 



DER 



GEOMETRIE, 



STRENG SYSTEMATISCH DARGESTELLT 



VON 



De. EDUARD J[ULLER, 

DIRECTOR DER REALSCHTJlFzü KEUSTRELITZ. 



ZWEITER THEIL. 

Geometrische Formenlehre. 



MIT IN DEN TEXT EINaEDRüOETEN HOLZSTICHEK. 



BRAUNSCHWEIG, 

DRUCK UND VERLAG VON FRIEDRICH VIEWEG UND SOHN. 

1869. 



GEOMETEISCHE 



FORMENLEHRE, 



GENETISCH ENTWICKELT 



VON 



Db. EDUARD MÜLLER, 

DIBECTOB DER REALSCHULE ZU NEUSTRELITZ. 



HIT JN DEN TEXT EINOEDBUCK TEN HOLZSTICBEN. 



BRAUNSCHWEIG, 

DRÜCK UND VERLAG VON FRIEDRICH VIEWEG UND SOHN. 

1869. 



Die Herausgabe einer Uebersetzuug in französischer und englischer Sprache, 
sowie in anderen modernen Sprachen wird vorbehalten. 



1 



INHALT. 



Zweiter Theil. 
Die geometrische Formenlehre. 

Erste Abtheilung. 
Die planimetrische Formenlehre. 

Einleitung 1—7 

Erstes Gapitel. 

a) Entstehung und Bestimmung der Linie oder Pnnktreihe 
überhaupt 8 — 12 

b) Die besonderen Arten der einfach (eben) gebrochenen und 
gekrümmten Linien 12 — 23 

c) Die Verwandtschaft (Correlation) der gebrochenen und ge- 
krümmten Linien und überhaupt der Punkt- und Linien- 
systeme in der Ebene; oder die CoUinearitat, Aehnlichkeit, 
Congruenz, Affinität, wie Reciprocität 23 — 28 

Zweites Capitel. 

Die von zwei, drei, vier Bruchstrecken einer gebrochenen 
Linie und deren Verlängerungen gebildeten Winkel und der 
durch Gleichheit der Winkel bedingte Parallelismus und Anti- 
parallelismus der Strecken 28 — 83 

Drittes Gapitel. 

Die von der geschlossenen gebrochenen Linie und der Kreis- 
linie begrenzten Figuren 34 — 42 

1) überhaupt .34 — 40 

2) das Dreieck, Viereck und der Kreis insbesondere . . . 40 — 42 
Uebungsaufgaben für Anfänger 43 — 45 

Zweite Abtheilung. 
Die stereometrische Formenlehre. 
Erstes Gapitel. 

Ein Büschelraum und eine Transversalebene desselben . . • • 46 — 51 

a) Der räumliche Strahlenbüschel des Büschelraumes und 

die Transversalebene 47 — 49 

b) Ein Ebenenbüschel im BüBchelraum und die Transver- 
salebene 49 — 51 



VI Inhalt. 

Zweites Capitel. 

Ein Büschelraum und eine Linie in der Transvewalebene, ins- 
besondere die verschiedenen Arten der durch eine gebrochene 
Linie oder eine Kreislinie bestimmten gebrochenen oder krummen 
Flächen 61 — 58 

Drittes Capitel. 

Von der Verwandtschaft (Correlation) der gebrochenen und 
krummen Flächen und der räumlichen Systeme überhaupt; 
oder von der Collinearität und deren Arten, der Aehnlichkeit, 
Congruenz, symmetrischen Aehnlichkeit, symmetrischen Gleich- 
heit, von der Affinität, Affingleichheit und von der Reciprocität 58 — 63 

Viertes Capitel. 

a) Die von gebrochenen, von konischen, cylindrischen Flächen 
oder Kugelflächen im Räume begrenzten körperlichen Fi- 
guren überhaupt 63 — 66 

b) Die durch Regelflächen begrenzten Körper insbesondere . 66 — 73 

«. Die Körper, welche durch ein weck, resp. einen Kreis 
in einer Transversalebene eines Büschelraumes bestimmt 
werden, die Pyramide und der Kegel, das Prisma und 
der Cylinder 66 — 70 

ß. Die Körper, welche durch ein »eck in einer Transver- 
salebene von zwei Büschelräumen bestimmt werden . 71 

y. Die Körper, welche durch ein neck in einer Transver- 
salebene von «i Büschelräumen bestimmt werden, deren 
Mittelpunkte sämmtlich in einer Ebene liegen . • - . 71 — 73 

c) Die Polyeder, welche durch die Centralebenen von vier oder 
mehr Büschelräumen bestimmt werden, deren Mittelpunkte 
nicht alle in einer Ebene liegen und deren Centralebenen 
sich weder alle in einem und demselben Punkte noch in 
einer und derselben Geraden schneiden 73 

d) Von der Kugel insbesondere 73 — 77 



Berichtigung. 

Auf Seite 58 der Formenlehre in der 4. Zeile der Note unter dem Texte 
muss es heissen statt die mathemathische (astronomische): der mathema- 
tische (astronomische). 



Zweiter TheiL 



Die geometrische Formenlehre. 



Erste Abtheilung. 

Die planimetrische Formenlehre. 

Einleitung. 

Die geometrische Formenlehre, als die Lehre von der Entstehung 
und der qualitativen Bestimmung der Raumgebilde, beruht lediglich auf den 
geometrischen Grundvorstellungen und insbesondere auf den qualitativen 
Bestimmungen des Raumes, welche im ersten Theile entwickelt worden sind. 
Um nun auch Lehrer, welche etwa die im ersten Theile (siehe das Vorwort 
zum ersten Theile) angestellten Betrachtungen theilweise für den ersten geo- 
metrischen Schulunterricht zu abstract, dabei jedoch die vorliegende For- 
menlehre auch für Anfanger brauchbar finden, in den Stand zu setzen, sich 
der Formenlehre als Lehrbuch zu bedienen, habe ich von den Haupt- 
ergebnissen jener Betrachtungen im ersten Theile diejenigen, welche am 
wenigsten abstract und am wenigsten zu entbehren sind, ausgezogen und 
hier noch einmal in herkömmlicher Form kurz zusammengestellt. 

1. Der Weltraum ist das, worin alles Sinnliche ausser und neben ein- 
ander ist und was zugleich in allem Sinnlichen ausser und neben einan- 
der ist. 

2. Der (reine) Raum ist das In- und Ausser- und Nebeneinandersein 
und das In- und Ausser- und Nebeneinanderseiende ist das Räumliche. 

Weil der Raum also der Weltraum ist, letzterer aber als leer gedacht 
von allem Sinnlichen, heisst er auch leerer Raum, und als leer ist er in 
sich gleichgültig und gleichartig. 

8. Der Raum als Aussereinandersein hat Extension, Ausdehnung, 
oder ist extensiv, ausgedehnt; als Ineinandersein hat er Intension, 
ist er intensiv. 

Malier, geometriaohe Formenlehre. 2 • 
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4. Der Raum innerhalb eines physischen Körpers heisst ein Kaum oder 
ein geometrischer Körper. 

5. Grenze von Etwas, z. B. eines Ackers, heisst das, worin diesEt\vas 
(Acker) anfangt und aufhört, worin es ist und zugleich nicht ist, dies Etwas 
(Acker) und zugleich ein Anderes (Wald, Wiese oder anderer Acker) ist, 
worin das Etwas und sein Anderes eins sind und doch zugleich auch 
unterschieden. 

Als Mitte zwischen Etwas und seinem Andern hat die Grenze zwei 
Seiten. 

6. Die Grenze von Etwas (z. B. einer Ackerfläche) heisst quantitativ 
und das Etwas (die Ackerfläche) selbst eine Quantität, Grösse, wenn es 
bei Veränderung der Grenze wenigstens auf der einen Seite noch dasselbe 
(also Ackerfläche) bleibt, was es gewesen. Wird die Ackerfläche zur Wald- 
oder Wiesenfläche, so hat sie ihre Qualität und qualitative Grenze 
verändert. 

7. Eine Grösse theilen heisst, sie quantitativ in und gegen sich der- 
gestalt begrenzen, dass die neue Grenze sich innerhalb der alten befindet. 

Jede der durch das Theilen erzeugten neuen Grössen heisst ein Theil 
derjenigen, welche getheilt worden ist und welche in dieser Beziehung das 
Ganze genannt wird. 

Das Ganze und die Theile sind gleichartig. Daher ist Grösse auch, 
was getheilt sich gleichartig bleibt und aus gleichartigen Theilen als Ganzes 
gebildet werden kann, oder kurz, was seinen Theilen gleichartig ist. 

8. Insofern die in der gemeinschaftlichen Grenze zweier Theile des 
Baumes aufgehobene Einheit oder Zweiheit des Baumes noch fortbesteht, 
heisst der Raum resp. continuirlich oder diso ontinuirl ich. Je zwei 
Theile des Baumes ohne gemeinschaftliche Grenze heissen discret. 

9. Der (reine, leere) Baum ist unbegrenzt nach aussen und in sich, 
daher auch unendlich und ungetheilt; doch zugleich bei seiner Gleich- 
gültigkeit und Gleichartigkeit absolut begrenzbar und theilbar. 

10. Nach sich unterscheidet der Mensch im Baume und in den geome- 
trischen Körpern sechs Gegenden*, nämlich vorn, hinten, rechts, links, 
unten und oben. Demnach hat der Baum und jeder geometrische Körper 
Ausdehnung nach sechs Gegenden oder, kürzer gesprochen, sechs Ausdeh- 
nungen, nämlich nach vom, nach hinten etc., oder die Ausdehnung nach je 
zwei entgegengesetzten Gegenden, also nach vom und nach hinten, pach 
rechts und nach links, nach unten und nach oben, als eine Ausdehnung von 
vom nach hinten, von rechts nach links etc. ansehend, Ausdehnung nach 
den drei Paaren entgegengesetzter Gegenden, oder, wie man kürzer sagt, 
drei Ausdehnungen, von denen die eine die Länge, die andere die 
Breite und die dritte die Höhe, Tiefe, Dicke genannt wird. 

11. Die Gegenden des Baumes, weil nur subjectiv von einander unter- 
schieden, sind bei der Gleichartigkeit des Baumes objectiv von einerlei Be- 
schaffenheit und daher mit einander vertauschbar. 

12. Die nach allen Gegenden hin vollständige Grenze eines Baumes 
oder geometrischen Körpers heisst Oberfläche des geometrischen Körpers 
und ein Theil derselben Grenzfläche des geometrischen Körpers. Ober- 
fläche und Grenzfläche fasst man zusammen unter dem Namen Fläche des 
geometrischen Körpers. 
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13. Die Fläche eines geometrischen Körpers hat als Grenze an jedem 
ihrer Theile zwei Seiten, in denen sich die Ausdehnung nach dem einen 
Paare entgegengesetzter Gegenden aufhebt, und behält nur Ausdehnung nach 
den beiden anderen Paaren entgegengesetzter Gegenden, die sich in den 
Seiten nicht aufheben, oder, wie man kürzer sagt, sie behält nur zwei 
Ausdehnungen. 

14. Eine Fläche heisst ebene Fläche oder Ebene schlechtweg, wenn 
sie an jedem ihrer Theile sowohl nach demjenigen Paare entgegengesetzter 
Gegenden, nach welchen hin die Ausdehnung in den beiden Seiten aufgeho- 
ben ist, als auch nach den beiden anderen Paaren von Gegenden, nach 
denen die Fläche ausgedehnt ist, von einerlei Beschaffenheit ist. 

Da nun eine Fläche als gemeinschaftliche Grenze zwischen den beiden 
Raumtheilen auf beiden Seiten der Fläche doppelt erscheint , so werden bei 
der ganz gleichen Beschaffenheit der doppelt erscheinenden Ebene wie der 
beiden Raumtheile nach allen Gegenden — sowohl nach den in den Seiten 
der Ebene aufgehobenen, als nach den nicht aufgehobenen — beide ßaum- 
tlieile wie auch beide Ebenen resp. nur einen Raumtheil (Halbraum) und 
eine Ebene bilden oder sich decken, wenn man den einen mit dem andern 
auf einerlei Seite so denkt, dass irgend ein Theil der einen Ebene nach 
irgend einer Gegend hin mit irgend einem Theile der andern Ebene zusam- 
menfallt. 

16. Die Grenzfläche eines geometrischen Körpers als Theil der Ober- 
fläche ist noth wendig begrenzte Fläche. 

16. Die vollständige Grenze einer begrenzten Fläche nach den beiden 
Paaren von Gegenden, nach denen sie sich ausdehnt, heisst Umfangslinie 
oder bloss Umfang der begrenzten Fläche, und ein Theil der Umfangs- 
linie heisst Grenzlinie der Fläche, zu deren Umfang sie gehört. 

Umfangslinie und Grenzlinie fasst man zusammen unter dem Namen 
Linie einer begrenzten Fläche. 

17. Die Linie einer begrenzten Fläche hat an jedem ihrer Theile ausser 
den beiden Seiten, welche sie mit der Fläche gemein hat und in welchen 
sich die Ausdehnung des Raumes nach zwei entgegengesetzten Gegenden 
aufhebt, noch zwei andere Seiten, in denen sich die Ausdehnung der Fläche 
nach zwei entgegengesetzten Seiten aufhebt, also zwei Paare von Seiten, in 
denen die Ausdehnung nach zwei Paaren von entgegengesetzten Gegenden 
sich aufhebt; Ausdehnung behält die Linie an jedem ihrer Theile nur noch 
nach dem dritten Paare entgegengesetzter Gegenden. 

18. Eine Linie heisst eine gerade Linie oder eine Gerade schlecht- 
weg, wenn sie an jedem ihrer Theile in jeder durch sie gelegten Ebene so- 
wohl nach denjenigen beiden Paaren entgegengesetzter Gegenden, nach 
welchen die Ausdehnung des Raumes in den Seiten der Fläche wie die 
Ausdehnung der Fläche in den Seiten der Linie aufgehoben ist, sondern 
auch nach dem dritten Paare entgegengesetzter Gegenden, nach welchen 
die Linie ausgedehnt ist, von einerlei Beschaffenheit ist. 

Da nun eine Linie als gemeinschaftliche Grenze zwischen den beiden 
Ebenentheilen auf beiden Seiten der Linie doppelt erscheint, so werden bei 
der ganz gleichen Beschaffenheit der doppelt erscheinenden Geraden wie 
auch der Ebenentheile nach allen Gegenden — sowohl nach den in den 
Seiten aufgehobenen als nach den nicht aufgehobenen — beide Ebenentheile 
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wie auch beide Geraden resp. nur einen Ebenen theil (Halbebene) und eine 
Gerade bilden oder sich decken, wenn man den einen von ihnen mit dem 
andern auf einerlei Seite so denkt, dass irgend ein Theil der einen Geraden 
nach irgend einer Gegend hin mit irgend einem Theile der andern Geraden 
zusammenfällt. 

19. Die Grenzlinie an einer Fläche als Theil einer Umfangslinie ist 
nothwendig begrenzte Linie. 

20. Die vollständige Grenze einer begrenzten Linie nach dem letzten 
Paare entgegengesetzter Gegenden, nach denen sie sich ausdehnt, sind zwei 
Punkte. Ein Punkt hat keine Ausdehnung mehr, aber drei Paare von Sei- 
ten, in denen die drei Paare entgegengesetzter Gegenden aufgehoben sind. 
Alle Punkte, welcher Linie sie auch als Grenze angehören, sind von einer- 
lei Beschaffenheit und decken sich, d. h. bilden aufeinandergelegt nur einen. 

21. Eine Linie sowohl als eine Fläche und ein Raum enthalten unend- 
lich viele Punkte, von denen resp. je zwei oder je drei oder je vier conti- 
nuirlich sind. 

22. Durch jede zwei Punkte ist eine Gerade möglich, aber auch nur 
eine. Also ist eine Gerade durch zwei Punkte vollständig bestimmt. 

23. Durch jeden Punkt einer Ebene oder des Raumes sind in beiden 
unendlich viele Geraden möglich; ihre Gesammtheit heisst resp. ein ebener 
oder ein räumlicher Strahlenbüschel und jede Gerade in dieser Be- 
ziehung ein Strahl, der Punkt aber der Mittelpunkt des Buscheis. 

24. Das, wodurch sich die Strahlen eines Büschels von einander unter- 
scheiden, heisst ihre Richtung. In jedem Strahle hat del* Mittelpunkt 
zwei Seiten, also in allen Strahlen unendlich viele, in denen sich die 
Richtung der Strahlen aufhebt. Diese Seiten des Punktes heissen Rich- 
tungsseiten zum Unterschied von denen, in welchen die Gegenden sich 
aufheben. Diese Richtungsseiten sollen fortan gemeint sein, wenn von Sei- 
ten eines Punktes die Rede ist. 

25. Linien, welche einen Punkt gemein haben, treffen oder schnei- 
den sich, je nachdem die dem gemeinschaftlichen Punkte beiderseits anlie- 
genden Punkte der einen auf einerlei oder auf verschiedenen Seiten der lin- 
dern Linie liegen. 

26. Durch zwei Gerade, welche einen Punkt gemein haben, ist stets 
eine Ebene möglich, aber auch nur eine. Also ist durch zwei Gerade eine 
Ebene vollständig bestimmt, mithin auch durch eine Gerade und einen Punkt 
ausserhalb derselben, wie endlich auch durch drei Punkte, die nicht in einer 
Geraden liegen. 

27. Durch einen Punkt im Räume sind unendlich viele Ebenen mög- 
lich. Die Gesammtheit derselben nebst den in diesen Ebenen an demselben 
Punkte möglichen ebenen Strahlenbüscheln heisst ein Büschelraum und 
der Punkt in dieser Beziehung Mittelpunkt des Büschelraumes. 

28. Durch eine Gerade im Räume sind unendlich viele Ebenen mög- 
lich; die Gesammtheit derselben heisst ein Ebenenbüsohel und die Ge- 
rade in dieser Beziehung Axe des Ebenenbüschels. 

29. Das, wodurch sich die Ebenen eines Ebenenbüschels von einander 
unterscheiden, heisst ihre Richtung. In jeder Ebene hat die Axe zwei 
Seiten, also in allen Ebenen unendlich viele Seiten, in denen sich die Rich- 
tung aufhebt. Diese Seiten der Geraden heissen Richtungsseiten zum 
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Unterschied von denen, in welchen die Gegenden sich aufheben. Diese 
Richtungsseiten sollen fortan immer gemeint sein, wenn von Seiten einer 
Geraden die Rede ist. ^ 

30. Flächen, die eine Linie gemein haben, treffen oder schneiden 
sich, je nachdem die der gemeinschaftlichen Linie beiderseits anliegenden 
Linien der einen Fläche auf einerlei oder auf verschiedenen Seiten der an- 
dern liegen. 

31. Eine Vielheit von Dingen, die in einem bestimmten Zusammen- 
hange stehen, nennt man ein System und die einzelnen Dinge heissen in 
dieser Beziehung die Elemente. Sind Punkte, Linien etc. die Elemente, 
so heisst das System ein Punkt-, Liniensystem etc., überhaupt aber ein 
räumliches." 

32. Ein räumliches System, dessen Elemente im continuirlichen Zu- 
sammenhange stehen, heisst ein Raumgebilde, eine Raumgestalt. Die 
bildliche Darstellung eines Raumgebildes heisst eine Figur, insbesondere 
dann, wenn das Gebilde ein vollständig begrenztes ist. 

33. Die Raumgebilde sind lineare, flache (insbesondere ebene) oder 
körperliche, je nachdem das ganze System eine Linie, eine Fläche (insbe- 
sondere Ebene) oder einen geometrischen Körper bildet. 

84. Der Punkt, das Punkt-, Linien- oder überhaupt räumliche System, 
welches von einem physischen Körper eingenommen wird, um daselbst eine 
gewisse Zeit zu stehen, heisst seine Stelle; dagegen heisst das Zuge- 
wandt- und Bezogensein einer bestimmten Seite eines Systemes zu einer und 
auf eine bestimmte Gegend des Raumes die Lage des Systemes. 

35. Veränderung der Stelle oder der Lage oder beider nennt man Be- 
wegung; jede Stelle, welche das Bewegte während der Bewegung einnimmt, 
heisst Ort. 

36. Räumliche Systeme, welche sich dergestalt an einer und derselben 
Stelle denken lassen, dass sie sich durch nichts mehr unterscheiden und 
dann sich decken, d. h. nur ein Gebilde ausmachen, nennt man con- 
gruent. Dagegen heissen sie symmetrisch, wenn die Elemente entwe- 
der nach dem einen oder nach den drei Paaren entgegengesetzter Raum- 
gegenden in entgegengesetzter Lage, sonst ganz auf dieselbe Weise gedacht 
sind. Die Elemente, welche bei den congruenten Systemen sich decken^ 
heissen homolog (gleichliegend); dagegen heissen die sonst auf dieselbe 
Weise, aber in entgegengesetzter Lage gedachten Elemente symmetrischer 
Systeme anti homolog. 

37. Die Bewegung eines räumlichen Systemes, bei welcher 

1. nicht alle Punkte ihre Stelle, wohl aber alle ihre Lage ändern, 
heisst drehend, 

2. alle Punkte ihre Stelle, nicht aber ihre Lage verändern, heisst rein- 
fortschreitend, 

3. alle Punkte sowohl ihre Stelle als auch ihre Lage verändern, heisst 
drehend -fortschreitend. 

38. Der Punkt oder die Gerade , welche bei der Drehung die Stelle 
nicht ändert, heisst rcsp. der Drehpunkt oder die Axe der Drehung. 

39. Dreht man entweder 

1. in einer Ebene den Strahl eines ebenen Strahlenbüschels um den Mittel- 
punkt, oder 



6 Erste Abtheilung. Planimetrische Formenlehre. 

2. im Eaume die eine Halbebene eines Ebenenbüßchels um ihre Axe, oder 

3. im Räume die eine Halbebene eines Büschelraumes um den einen Strahl 
als Axe und zugleich einen Strahl in der gedrehten Halbebene um den 
Mittelpunkt des Büschelraumes, 

so heisst die Drehung in den beiden ersten Fällen einfach, im dritten 
Falle aber zusammengesetzt und in allen drei Fällen eine totale (g-anze, 
volle) oder eine partiale, je nachdem der gedrehte Strahl oder die ge- 
drehte Halbebene oder beide in allen möglichen Richtungen gewesen und 
endlich wieder zurückgekehrt sind in die anfangliche Richtung und Stelle 
oder nicht. 

Da nun sämmtliche Elemente eijies räumlichen Systemes die Drehung-, 
sei es um eine Axe oder um einen Mittelpunkt, oder sei es um beide, mit 
einander gemein haben, so ist auch die Drehung jedes räumlichen Syste- 
mes eine totale oder partiale, je nachdem die Drehung einer zum System 
gehörigen Ebene oder Geraden es ist. 

Dreht man demnach 

4. in der Ebene eines ebenen Strahlenbüschels mit dem Strahle zugleich 
eine mit ihm fest verbundene, sonst beliebige Linie, deren einer Grenz- 
punkt der Drehpunkt des Strahles ist, oder 

5. im Räume mit einer Halbebene zugleich eine mit dieser fest verbun- 
dene, sonst beliebige Fläche , deren eine Grenzlinie die Axe der Halb- 
ebene ist, oder 

6. im Räume mit der um die Axe gedrehten Halbebene oder Fläche zu- 
gleich eine mit der Axe fest verbundene, sonst beliebige Linie dersel- 
ben, deren einer Grenzpunkt ein Punkt der Axe ist, 

so nennt man das System aller derjenigen Linien oder Flächen, an deren 
Stelle die gedrehte Linie oder Fläche nach einander war, resp. 

einen ebenen Linienbüschel, 

einen Flächenbüschel und 

einen flachen Linienbüschel. 
40. Der Exponent des geometrischen Verhältnisses, in welchem ein 
durch Drehung, sei es durch einfache Drehung eines Elementes eines ebenen 
Linienbüschels, oder eines Flächenbüschels, oder eines flachen Linienbü- 
schels, sei es durch zusammengesetzte Drehung der beiden Elemente eines 
Büschelraumes entstandenes Raumgebilde zu dem durch totale Drehung der- 
selben Elemente entstandenen steht, heisst Winkel, und zwar resp. 

1. ein ebener Linienwinkel, oder 

2. ein Flächenwinkel, oder 

3. ein flacher Linienwinkel, oder 

4. ein Körperwinkel. 

Der dem ebenen Linienwinkel, dem Flächenwinkel, dem flachen Linien- 
winkel oder dem Körperwinkel entsprechende Theil der Ebene, des Raumes, 
der Fläche oder des Raumes heisst resp. 

1. Winkelebene, 

2. Flächenwinkelraum, 

3. Winkelfläche, 

4. Körperwinkelraum*). 

*) In der Regel versteht man unter Winkelebene nur die von. geraden Linien be- 
grenzte, wie anter Flächen- und unter Körperwinkelraum nur den von - ebenen Flächen 



Einleitung. 7 

Der Mittelpunkt des ebenen und flachen Linienbüschels wie des Büschel- 
raumes heisst in Beziehung zur Winkelebene und Winkelfläche und zum Kör- 
perwinkelraume der Scheitelpunkt, während dieAxe des Flächenbüschels 
in Beziehung zum Flächen winkelraume die Scheitel linie heisst. 

Mit jeder Winkelebene, jedem Flächen- und Körperwinkelraume und 
jeder Winkelfläche entsteht an der äussern Seite der Schenkel, Schenkel- 
und Seitenflächen zugleich immer von selbst eine zweite Winkelebene, ein 
zweiter Flächen- und Körperwinkelraum, eine zweite Winkelfläche, also mit 
jedem Winkel zugleich auch von selbst ein zweiter, der sogenannt« Aussen - 
Winkel. Ist ein Winkel seinem Aussen winkel gleich, so heisst jeder ein 
gestreckter; sind sie beide ungleich, so heisst der kleinere concav, der 
grössere convex. Der concave Winkel ist also stets auch kleiner, der con- 
vexe dagegen grösser als der gestreckte. Die ganze Ebene, der ganze Raum, 
die ganze Fläche als durch die Drehung entstanden gedacht, ist also eben- 
falls eine Winkelebene, ein Flächen- und Körperwinkelraum, eine Winkel- 
fläche, und der ihr entsprechende Winkel heisst ganz oder voll, und dessen 
Aussen winkel der Nullwinkel. Bei dem vollen wie bei dem Nullwinkel 
fallen die Schenkel, Schenkel- und Seitenflächen zusammen. 



begrenzten , and unter Winkelflache nur die sphärische , von Kreislinien begrenzte. 
Wird aber der Mantel eines Kegels als der einer regelmässigen Pyramide yon unend- 
lich vielen unendlich kleinen Seitenflächen angesehen, so ist auch der conische Raum 
ein regelmässiger Körperwinkelraum mit unendlich vielen anendlich kleinen 'Seiten- 
flächen, und auf jeder Revolutionsfläche können eben so gut Winkelflächen betrachtet 
werden wie auf der Kugelfläche die sphärischen Wiukelflächen ; jeder Schenkel wird dann 
von der Generatrix der Revolutionsfläche gebildet. 



Erstes Capitel. 

a. Entstellung und Bestimmung der Linie oder 

Punktreihe überhaupt. 

1. Beleben wir den mittelst Abstraction gewonnenen Punkt durch 
Bewegung, um aus demselben als dem punctum saliens und Samen- 
korn *) den ideellen Raum und seine Gebilde frei im Gedanken zu 
erzeugen und zu bestimmen, so führt uns die fortschreitende Bewe- 
gung (I. Theil Nro. 47) eines Punktes A zu der Vorstellung nicht bloss 
einer Vielheit von Punkten, sondern, insofern die Aufeinanderfolge 
der vielen Punkte zugleich feststeht, auch auf eine Reihe (I. Theil 
Nro. 40) von Punkten Ai, A^^ As, . . . ausser einander. Ist die fort- 
schreitende Bewegung des Punktes A von solcher Beschaffenheit, dass 
stets nur je zwei auf einander folgende Punkte in der Reihe conti- 
nuirlich sind, so ist der Weg (I. Theil Nr. 46) des Punktes A eine 
Linie. Denn als ein Aussereinander von Punkten hat das entste- 
hende Gebilde überhaupt Ausdehnung, aber da der einzelne Punkt für 
sich keine Ausdehnung hat und stets nur je zwei der Punkte con- 
tinuirlich sind, so hat es auch von Punkt zu Punkt nur Ausdehnung 
nach einer Gegend oder eine Ausdehnung. Die Linie, als durch Be- 
wegung des Punktes erzeugt gedacht, erscheint also nicht wie die ab- 
stracto als gediegene Einheit, sondern als continuirliche Vielheit einer 
Punktreihe. Von jedem der unendlich vielen Punkte , an deren Stelle 
während der Bewegung der bewegte Punkt gewesen, sagt man, er sei 
in der Linie enthalten oder die Linie enthalte ihn, und von der 
Linie, sie gehe durch ihn. Die Linie entsteht auf diese Weise wohl 



*) Das Samenkorn ist der lebende Punkt; der Punkt das Samenkorn des Rau- 
mes. Die Pflanze zieht sich aus ihren räumlichen Ausdehnungen in dem Samenkorn 
wie in einem Punkt zusammen, hebt sich in ihm auf, um durch Entwicklung wieder 
aus ihm hervorzugehen und räumliche Ausdehnung zu gewinnen. Durch Bewegung 
geht aus dem Punkte der ideale Raum mit seinen Gebilden hervor. 
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durch den bewegten Punkt A und enthält auch die Punkte Äij A^^ 
^3, . . ., besteht'*') aber nicht aus diesen Punkten. Seite 39 seiner 
Logik sagt Er d mann sehr trefiFend: „Wie in dem lebendigen Orga- 
nismus die einfachen chemischen Stoffe als aufgehoben (gebunden) ent- 
halten sind, und als solche (frei) erst hervortreten in der Verwesung, 
so treten die Punkte, weil sie in der Linie aufgehoben sind, nur an 
ihrem Ende hervor, wo sie unterbrochen wird." 

2. Weil der Weg des fortschreitend bewegten Punktes eine Linie 
und daher zu seiner fortschreitenden Bewegung nur einer Linie bedarf, 
so kann der Punkt wie im Räume auch bloss in einer Linie angenom- 
men und bewegt werden. Eine solche Linie, auf welcher ein Punkt 
fortschreitend bewegt werden soll, heisst Leitlinie (conductrix). 

Anmerkung. Lässt man einen Punkt nicht bloss in einer Leit- 
linie, sondern zugleich auch die Leitlinie wieder in fortschreitender, 
oder drehender, oder drehend-fortschreitender Bewegung längs einer 
zweiten Linie sein, so erhält man je nach dem Verhalten dieser Doppel- 
bewegung unendlich viel verschiedene Linien. Bleibt man bei dieser 
Doppelbewegung noch nicl^ stehen, sondern denkt man sich von einem 
beliebigen System beliebiger Linien, die eine als Leitlinie eines Punk- 
tes, die anderen aber als Leitlinien für diese und für einander, so er- 
hält man an solcher zusammengesetzten Bewegung eine unerschöpfliche 
Quelle von Linien und sonstigen Kaumgebilden der verschiedensten Art. 

3. Denkt man die fortschreitende Bewegung eines Punktes als 
aufhörend, so ist die Linie, welche entsteht, endlich und begrenzt 
durch zwei Grenzpunkte, den Anfangspunkt, bei welchem die Be- 
wegung beginnt, und den Endpunkt, bei welchem sie aufhört. Genau 
genommen hat also die endliche Linie nicht zwei, sondern nur einen 
Endpunkt, wohl aber zwei GrenzpiTnkte, da man jedoch, wenn man, 
wie es meist**) der Fall, die Linie als gegeben voraussetzt, jeden der 
beiden Grenzpunkte als Endpunkt ansehen kann, so nennt man meist 
beide auch Endpunkte. Denkt man die bei Punkt A beginnende fort- 
schreitende Bewegung bei Punkt B erst aufhörend, dann aber von B 
bis dergestalt fortgesetzt, dass B zwischen A und C liegt, so sagt 
man, die Linie AB sei bis C verlängert. Denkt man dagegen die 
bei B aufhörende Bewegung durch die Gegenbewegung fortgesetzt, so 



*) Die physische Linie , welche durch Bewegung oder Aneinanderreihen von phy- 
sischen Punkten, etwa durch Bewegung einer Spitze oder durch Aneinanderreihen 
von Perlen entsteht, besteht auch aus diesen Punkten, da die physischen Punkte 
eben nicht ohne alle Ausdehnung sind. 

**)• Bei der Untersuchung der Axenwinkel eines Vielecks sieht Jacobi S. 340 
seiner Bearbeitung der van Swinden'schen Elemente der Geometrie sich genöthigt, 
die Unterscheidung des Anfangs- und Endpunktes einer Strecke gleichfalls aufzunehmen. 
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dafi&i B auf einerlei Seite von Ä und C liegt, so sagt man , AB sei um 
B C verkürzt. Die Verlängerung ist nach dem Frühem zugleich 
eine Vergrösserung der Linie, die Verkürzung eine Verkleinerung. 

Setzt man die verlängernde Bewegung über B hinaus bis ins Un- 
endliche fort, so heisst die entstehende Linie endlich-unendlich; 
und setzt man zugleich die Gegenhewegung über Ä hinaus bis ins Un- 
endliche fort, so erhält man eine unendliche Linie. Die endlich-un- 
endliche Linie hat also einen Anfangspunkt, aber keinen Endpunkt; 
die unendliche''') Linie hat Beides nicht. 

4. Liegen bei einer durch fortschreitende Bewegung eines Punk- 
tes entstehenden Linie je drei continuirlich auf einander folgende 
Punkte**) in einer Geraden (Richtung) oder nicht, so ist die Linie 
gerade oder nicht. Nach (L Theil 38.) ist durch je zwei Punkte 
stets eine Gerade möglich, doch auch nur eine; liegt nun der erste, 
zweite und dritte, der zweite, dritte und vierte, der dritte, vierte und 
fünfte Punkt etc. in je einer Geraden (Richtung), so liegt, da durch den 
zweiten und dritten Punkt nur eine Gerade (Richtung) möglich ist, 
nun auch der erste und vierte in derselben , . und da wieder durch den 
dritten und vierten Punkt nur eine Gerade (Richtung) möglich ist, so 
liegt auch der erste, zweite und fünfte mit in derselben etc. Liegen 
dagegen i^icht je drei auf einander folgende Punkte der Linie in einer 
Geraden (Richtung), so können sie also auch nicht insgesammt in einer 
solchen liegen, die Linie ist also nicht eine Gerade. Die Bewegung 
einesPunktes heisst geradlinig oder nicht geradlinig fortschrei- 
tend, je nachdem der Weg resp. eine gerade oder nicht gerade Linie 
ist. . Einen Punkt sich von seiner Stelle' Ä geradlinig fortschreitend 
bis zur Stelle B bewegen lassen, nennt man kürzer Ä mit B verbin* 
den. Die endliche Gerade heisst eine Strecke, jede endlich-unend" 
liehe, zumal jede von allen mit einerlei Anfangspunkt ein Strahl. 
Die Richtung zweier durch Bewegung und Gegenbewegung von einem 
Punkte Ä aus erzeugten Strahlen nennt man entgegengesetzt und 
die beiden Strahlen selbst Strahlen entgegengesetzter Richtung, 
entgegengesetzte Strahlen, Gegenstrahlen. Strahl und Ge- 
genstrahl hilden einen D.oppel strahl oder eine unendliche Gerade. 
Zwei Strahlen, die nicht Gegeustrahlen zu einander sind, haben Rieh- 



*) Bei den später noch zu erwähnenden rticklanfenden Linien fällt Anfangs- und 
Endpunkt zusammen; sie haben also beide und scheinen keinen von beiden zu haben. 

**) Das Abstecken einer Geraden , bei welcher man nicht von einem Grenzpunkt 
zum andern sehen kann, beruht auf einem ganz gleichen Verfahren. Sind A und B 
die Grenzpunkte und C und D zwei Visirstangen zwischen ihnen, so liegen Ay B, C 
und D in einer Geraden, wenn Aj C und D, desgleichen B, C und D in eine Gerade 
einvisirt sind. 
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tungs ab weichung, deren Grösse durch den von den Strahlen gebil- 
deten Winkel bestimmt wird. Strecken auf Strahlen verschiedener 
Richtung haben ebenfalls verschiedene Richtung und dieselbe Richtungs- 
abweichung wie die Strahlen selbst. Zwei Strecken in einem und dem- 
selben Strahle haben einerlei Richtung, wenn die Anfangspunkte beider 
dem Mittelpunkt des Büschels näher oder ferner liegen als die End- 
punkte! sie haben entgegengesetzte Richtung, wenn dies nicht der Fall 
ist. Bei zwei Strecken auf entgegengesetzten Strahlen ist es umgekehrt. 
Die Strecke zwischen zwei Punkten, als an sich völlig bestimmt *), dient 
auch zur Bestimmung der E n t f e r n u n g oder des Abstandes der Punkte. 

5. Liegen bei einer durch fortschreitende Bewegung eines Punk- 
tes entstehenden Linie je vier continuirlich auf einander folgende Punkte 
in einer Ebene oder nicht, so liegen sämmtliche Punkte in einer Ebene 
oder nicht, und die Linie heisst eben oder nicht. Nach (I. Thl. 38.) 
ist durch je drei Punkte stets eine Ebene möglich , aber auch nur 
eine; liegen nun der erste, zweite, dritte und vierte, der zweite, dritte, 
vierte und fünfte, der dritte, vierte, fünfte und sechste Punkt etc. 
in je einer Ebene, so liegt, da durch den zweiten, dritten und vierten 
Punkt nur eine Ebene möglich ist, nun auch der erste und fünfte Punkt 
in derselben , und da wieder durch den dritten , vierten und fünften 
Punkt nur eine Ebene möglich ist, so liegt auch der erste, zweite und 
sechste in derselben etc. 'Liegen dagegen nicht je vier continuirlich 
auf einander folgende Punkte der Linie in einer Ebene, so können 
auch nicht alle Punkte insgesammt in einer Ebene liegen, die Linie 
also nicht eben sein. 

Die nicht-gerade Linie, sie sei eben oder nicht, ist entweder ge- 
krümmt, oder gebrochen, oder gemischt, je nachdem von ihren 
Punkten resp. 

1. nur ausnahmsweise**) drei continuirlich auf einander folgende in 
einer Geraden liegen, oder 

2. immer je eine Vielheit continuirlicher Punkte in einer Geraden, 
doch so , dass die von der einen Vielheit ihrer Punkte gebildete 
Gerade nur ausnahmsweise***) dieselbe Richtung hat, als die von 
der nächst vorhergehenden und nächstfolgenden Vielheit gebildete 
Gerade, oder 

8. bei ihren Punkten bald das Eine, bald das Andere der Fall ist. 



*) Nicht als kürzeste Linie, wie man gewöhnlich sagt, sondern als an und für 
sich völlig hestimmte Linie dient die Strecke zur Bestimmung der Entfernung, zum 
Messen; denn nicht die kleinste, sondern die völlig bestimmte Grösse bildet die Ein- 
heit beim Messen gleichartiger Grössen. 

**) Bei Bildung eines Schnabels oder einer Inflexion. 

***) Bei Bildung eines Schnabels oder einer Tnflexion. 
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Die ebene gekrümmte, gebrochene und gemischte Linie heisst auch 
einfach, die nicht ebene auch doppelt gekrümmt, gebrochen, gemischt. 
Von der gekrümmten Linie oder krummen Linie (curva linea) oder 
Curve schlechtweg ist kein angebbarer Theil gerade, von der gebro- 
chenen dagegen jeder Theil , dessen Punkte eben in einerlei Kichtung 
liegen, und von der gemischten dieser und jener Theil gerade und ein 
anderer dagegen krumm. Daher sagt man auch wohl, die gebrochene 
Linie sei aus geraden, die gemischte aus geraden und krummen Linien 
zusammengesetzt. 

6. Jede zu einer gebrochenen Linie gehörige Gerade heisst Bruch - 
strecke, jeder von zwei auf einander folgenden Bruchstrecken gebil- 
dete Linien winkel erhält den Namen Brechungswinkel und der ihnen 
gemeinschaftliche Punkt Brechungspunkt. 

b. Von den besonderen Arten der einfach gebrochenen 

und einfach gekrümmten Linie. 

Nach der Zahl der Brechungspunkte heisst die gebrochene Linie 
einmal, zweimal, . . . nmal gebrochen. Zwei auf einander folgende 
Bruchstrecken, weil sie eben zwei Gerade von verschiedener Richtung 
sein sollen, können also ausser dem Brechungspunkte keinen zweiten 
Punkt mehr gemein haben. Ist aber A der Anfangs- und B der End- 
punkt der ersten Bruchstrecke und zugleich B der Anfangspunkt und 
C der Endpunkt der zweiten Bruchstrecke einer bei B einmal gebro- 
chenen Linie, und setzt sich die Punktbewegung, durch welche ABC 
entstanden ist , von aus in einer von B C verschiedenen Richtung 
geradlinig fortschreitend von Neuem fort, so entsteht eine dritte Bruch- 
strecke, welche entweder nach dem Anfangspunkt A der ersten gerich- 
tet ist oder nicht. Ist sie nach dem Anfangspunkt A der ersten Bruch- 
strecke gerichtet und ist dieser zugleich der Endpunkt der dritten und 
letzten Bruchstrecke, so heisst die gebrochene Linie (Fig. 1) eine ge- 
schlossene mit drei Bruchstrecken. Ist sie hingegen nicht nach A 
gerichtet oder ist der Anfangspunkt der ersten Bruchstrecke nicht zu- 
Fiff. 1. gleich der Endpunkt der dritten und letzten, 

so heisst die gebrochene Linie eine nicht ge- 
schlossene mit drei Bruchstrecken. Eine 
solche ist nun entweder eine mit oder ohne 
Schleife, je nachdem die dritte Bruchstrecke 
mit der ersten einen Punkt gemein hat oder 
nicht, wie z. B. resp. in Fig. 2 bis 5. Der 
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Punkt, welchen die dritte Bruchstrecke bei Bildung einer Schleife mit 

Fig. 2. Fig. 3. 





-^B 



Fig. 4. 




Fig. 5. 




der" ersten gemein hat, heisst ein Doppelpunkt der gebrochenen 
Linie. 

7. Durch Wiederholung des eben Gesagten erhält man geschlossene 
und nicht geschlossene gebrochene Linien mit 4, 5 . . . n Bruchstrecken 
mit einer oder mit mehreren Schleifen oder ohne solche. Bei einer ge- 
brochenen Linie mit «Bruchstrecken braucht die Schleife nicht immer 
von drei auf einander folgenden Bruchstrecken gebildet zu sein, sie 
kann auch von vier, fünf und mehr gebildet werden (Fig. 6 und 7). 

Fig. 6. Fig. 7. 



A-— 





Ein Punkt, in welchem ein Doppelpunkt mit einem andern oder auch 
mit einem Brechungspunkte zusammenfällt, heisst ein mehrfacher 
und zwar reep. ein vierfacher oder dreifacher (Fig. 8 und 9 a. f. S.). Und 
f&Ut ein drei- oder vierfacher Punkt mit einem 1-, 2-, 3-, 4- . . . fachen 
zusammen, so erhält man einen 4-, 5-, 6-, 7- . . . fachen. 

8. Wie nach der Zahl der Bruchstrecken, so können die ge- 
brochenen Linien aucji nach der Grösse derselben verschieden sein, und 
es unterscheiden sich insbesondere die mit lauter gleichen Bruch- 
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strecken von denen mit ungleichen. Ein besonderer Fall ist noch 
der, in welchem (Fig. 10 bis 17) eine oder mehrere Bruchatrecken, 

Fig. 8. Fig. 9. Fig. 10. 




Fig. 11. 




D 




Fig. 12. 





B 
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Fig. 13. 



D 



Fig. 16. 
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Fig. 14. 




Fig. 17. 





namentlich auch die Bruchstrecken, welche eine Schleife bilden, unend- 
lich klein und deren Brechungspunkte continuirlich werden. Ebenso ver- 
schieden können sie nach der Grösse, der Gleichheit und Ungleichheit 
der Brechungswinkel gedacht werden. Yon diesen unendlich vielen 
unendlich verschiedenen gebrochenen Linien heissen die geschlossenen 
mit gleichen Bruchstrecken und gleichen Brechungswinkeln insbesondere 
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regelmässig. Weil nun überall im Kaume ein Punkt und zwischen 
je zwei Punkten stets eine Gerade möglich ist , so sind daher zwischen 
zwei Punkten unendlich viele verschiedene gebrochene Linien möglich, 
aber nur eine einzige gerade, daher muss man die Bestimmung aller 
gebrochenen und, wie wir sehen werden, auch aller krummen a\if die 
Gerade zurückführen. Die gerade Linie ist die Kegel, nach welcher 
sich alle anderen richten mittelst der die Richtung bestimmenden 
Winkel. Die gebrochene Linie heisst an einem Brechungspunkte auf 
derjenigen Seite concav oder convex, auf welcher der concave oder 
convexe Brechungswinkel liegt. Je kleiner der concave Brechungswin- 
kel ist, desto grösser heisst die Brechung der Linie. In den Aus- 
nahmsfallen, in welchen ein Brechungswinkel (7 ein voller oder ein Null- 
winkel ist, sagt man, die gebrochene Linie bilde bei G einen Schnabel 
(Fig. 18, 19, 20); dagegen sagt man, sie bilde bei Oeine Inflexion, wenn 

Fig. 18. Fig. 19. Fig. 20. 




B 



K A 




ein Brechungswinkel G ein gestreckter ist, es mögen die beiden Theile 
der gebrochenen Linien, welche den beiden unterm gestreckten Winkel 
zusammenstossenden Bruchstrecken vorhergehen und nachfolgen, beide 
auf derselben concav oder convex, oder die eine concav und die andere 
convex sein , also beide auf einerlei Seite der den gestreckten Winkel 
bildenden Brjachstrecken liegen oder nicht, z. B. Fig. 21 und 22. 

Fig. 21. Fig. 22. 






Den Brechungspunkt, welchen die den Schnabel oder die Inflexion bilden- 
den Strecken gemein haben, nennt man resp. Rückkehrpunkt oder In- 
flexionspunkt (Wendepunkt). Ein Schnabel und eine Inflexion 
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höhererOrdnung entsteht, wenn an dem Schnabel- oder dem Inflexions- 
punkte zugleich mehrere Bruchstrecken unendlich klein und deren Bre- 
chungspunkte continuirlich werden. Die Winkel in einer geschlossenen, 
dreimal gebrochenen Linie an deren innem Seite müssen alle drei con- 
cav sein, da jeder nur ein Theil desjenigen gestreckten Winkels ist, wel- 
cher entsteht, wenn die eine anstossende Bruchstrecke über den Bre- 
chungspunkt hinaus verlängert wird. Und jede geschlossene, gebrochene 
Linie, welche keine mehrfachen Punkte hat, muss wenigstens drei con- 
cave Winkel an der innern Seite haben. Denn nimmt man (Fig. 23) 



Fig. 23. 




M 



eine nicht geschlossene, gebrochene 
Linie ÄGDEB an, welche auf 
der einen Seite nur convexe Winkel 
hat und deren erste und letzte Bruch- 
strecke A C und B E verlängert, 
sich auf der convexen Seite schnei- 
den, — im andern Falle würden sonst 
die convexen Winkel nicht an der 
innem Seite der geschlossenen Linie 
liegen, oder diese mehrfache Punkte 
haben, — und nimmt man, damit wie- 
der die convexen Winkel auf die in- 
nere Seite der geschlossenen Linie kommen und keine mehrfachen 
Punkte entstehen zwischen den beiden Verlängerungen PJIf und P^ 
der über ihren Schnittpunkt P hinaus verlängerten ersten und letzten 
Bruchstrecke noch einen Punkt 0, und verbindet diesen mit den bei- 
den Grenzpunkten A und B der gebrochenen Linie, so müssen nun in 
der geschlossenen gebrochenen Linie die drei Winkel bei 0, A und B 
stets concav an der innern Seite sein, weil, wenn man noch A mit B 
verbindet, die Winkel an der geschlossenen dreimal gebrochenen Linie 
OAB alle drei concav und die Winkel bei A und B in der mehrmal 

gebrochenen Linie 



Fig. 24. 




nur Theile von 
denen bei A und 
B in der dreimal 
gebrochenen sind. 
9. Denkt " man 
sich (Fig. 24) bei 
einer einfach ge- 
brochenen Linie 
mit. n Bruchstre- 
cken, sie sei ge- 
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schlössen oder nicht, den der ersten und zweiten Bruchstrecke gemein- 
schaftlichen Brechungspunkt als Drehpunkt, und die erste Bruchstrecke 
so lange gedreht, bis sie in die Verlängerung der zweiten föllt, als- 
dann die so in einer Geraden liegenden beiden ersten Bruchstrecken um 
den der zweiten und dritten gemeinschaftlichen Brechungspunkt wieder 
gedreht, bis die erste, zweite und dritte Bruchstrecke in einer Geraden 
liegen, so erhält man, in dieser Weise fortfahrend, eine Gerade, welche 
sämmtliche n Bruchstrecken enthält und gleich deren Summe ist. Die 
Ermittelung einer Geraden Äi ^, welche die Summe der Bruchstrecken 
einer gebrochenen Linie ABGDE ist, nennt man Rectification der 
letztem. Je nachdem die durch Rectification entstandene Gerade end- 
lich oder unendlich ist, heisst auch die gebrochene Linie endlich 
oder unendlich. 

10. Nach (4) heisst, einen Punkt J. mit B verbinden, einen Punkt 
von Ahia B geradlinig fortbewegen lassen, daher entsteht eine einfach 
gebrochene Linie auch dadurch, dass man in einer Ebene nach einer 
bestimmten Reihenfolge eine beliebige Anzahl nicht continuir- 
licher Punkte annimmt, von denen bei gebrochenen Linien mit Schlei- 
fen jeder nach wenigstens zwei anderen wiederkehren und bei gebro- * 
ebenen Linien mit einem Schnabel oder einer Inflexion auch drei oder 
mehr auf einander folgende in einer Geraden liegen dürfen, und yon 
diesen Punkten jeden mit dem nächst vorhergehenden und nächst fol- 
genden verbindet. 

11. Verbindet man dieselben Punkte in anderer Reihenfolge, so 
erhält man auch eine audere*) gebrochene Linie. Die Bruchstrecken 
der einen heissen in der andern Diagonalen**), wenn sie, wie in Fig. 
25 und 26 a. f. S. .ä C und BD^ in der andern zwei nicht auf einan- 
der folgende Brechungspunkte verbinden. Jede andere Gerade EF 
aber, welche (Fig. 25 und 26) mit den Bruchstrecken einer gebroche- 



♦) Aus »Punkten sind Va (» — 1) (« — 2) (» — 3) . . . 2, also bei 4, 5, 6 
Punkten 3, 12, 60 . . . verschiedene geschlossene gebrochene Linien möglich. Denn 
wenn man mit dem einen Punkte als ersten den Anfang macht, so lassen sich die 
(» — 1) übrigen, wie die Combinationslehre zeigt , stets in (« — 1) (« — 2) . . . 2 
verschiedenen Anordnungen mit einander verbinden, da aber immer je zwei der Anord- 
nungen sich nur durch Umstellung zweier Punkte in erster und letzter Stelle un- 
terscheiden und es einerlei ist, ob ich den ersten Punkt zuerst mit dem dritten und 
zuletzt mit dem vierten, oder zuerst mit dem vierten und zuletzt mit dem dritten 
verbinde, so muss die Zahl (» — 1) (» — 2) ... 2 noch durch 2 dividirt werden, 
so dass also die Anzahl der geschlossenen gebrochenen Linien wie oben sich ergiebt. 

**) Die Diagonale ist nicht erst bei den Vielecken, sondern schon bei der ge- 
brochenen Linie zu definiren, wie die Sehne, in welchen sie bei den gekrümmten Li- • 
nien übergeht, schon bei den krummen Linien und nicht erst bei den krummlinigen 
Figuren. 

2 
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nen Linie oder den Verlängerungen derselben Punkte gemein hat, 
heisst eine Transversale der gebrochenen Linie. 

Fig. 26. Fig. 26. 



K.. 





12. Werden die Brechungspunkte der gebrochenen Linie conti- 
nuirlich auf einander folgend und in Folge dessen die Bruchstrecken 
unendlich klein, so wird sie zur gekrümmten, weil dann zufolge der 
bei den Brechungspunkten gemachten Bedingung nur ausnahmsweise 
drei Punkte in einer Geraden liegen, nämlich bei Bildung eines Schna- 
bels oder einer Inflexion. Die unendlich klein gewordene Bruchstrecke, 
welche durch zwei continuirlich auf einander folgende Punkte der ge- 
krümmten Linie geht nebst Verlängerung, heisst Tangente (Be- 
rührende) *). 



*) Seite 156 seiner Introdactio in analysin infinitoram sagt Ealer: „Ac primo 
quidem patet, omnem lineam rectam^ quae curvam tangit, in eo loco, iibi tangit, cum 
tractu Ijneae curvae congruere, sea cum linea curva duo puncta communia habere.'' 
Und die Tangententheorie in der analytischen Geometrie beruht auf derselben Defini- 
tion der Tangente. Durch jede zwei Punkte, also auch durch zwei continuirlich auf 
einander folgende einer Curve ist stets eine Gerade wie durch drei eine Kreislinie 
möglich. Unterscheidet man letztere als osculirende von der berührenden, welche 
nur zwei oder einen Punkt mit der Curve gemein hat, so müsste man auch die Ge- 
rade, welche zwei Punkte mit einer Curve gemein hat, etwa als osculirende von 
derjenigen unterscheiden, welche nur einen gemein hat und wenigstens mit den zwei 
Punkten, welche dem gemeinschaftlichen Punkte nächst anliegend sind, auf einer Seife 
der Curve liegt. Diese Unterscheidung übersieht man aber bei der Geraden und nennt 
bald diejenige, welche mit der Curve, zumal mit der Kreislinie, nur einen Punkt ge- 
mein hat, bald diejenige, welche zwei continuirliche gemein hat, eine Tangente. 
Definirt man die Tangente der Kreislinie als solche Gerade, die nur einen Punkt mit 
der Curve gemein habe, so lässt sich zwischen der Tangeilte und Kreislinie durch 
zwei continuirliche Punkte der Curve noch eine zweite Gerade ziehen, welche sich der 
Kreislinie mehr nähert als die Tangente, und doch behauptet man das Gegentheil. 
Definirt man dagegen die Tangente der Kreislinie als Gerade, welche durch zwei con- 
tinuirliche Punkte der Curve gehen, so müssen die Radien dieser Punkte, weil gleich, 
auch schief z\ir Tangente sein, da es nur ein Perpendikel vom Mittelpunkt auf die 
Tangente giebt, und dann muss der Fusspunkt des Perpendikels noch zwischen die con- 
tinuirlichen Punkte der Curve und innerhalb der letztem liegen, und doch behauptet 
man das Gegentheil, er liege in der Kreislinie. Diese Widersprüche, die freilich in 
der Praxis, doch nicht in der Wissenschaft verschwinden, sind nur zu heben durch 
strenge Unterscheidung der berührenden Geraden von der osculirenden. 
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Die Diagonale einer gebrochenen Linie wird bei der gekrümmten 
zur Sehne (chorda)*). Tangente oder Sehne heisst demnach eine Ge- 
rade, je nachdem sie mit der Curve , wo dieselbe weder einen Schnabel 
noch eine Inflexion bildet, zwei continuirliche Punkte gemein hat und 
mit ihren diesen beiden nächst vorhergehenden und nächst folgenden 
Punkten bloss auf der einen Seite der Curve liegt oder mit der Cufve 
zwei nicht continuirliche Punkte gemein hat und, über diese hinaus 
verlängert, auf beiden Seiten der Curve liegt. Die verlängerte Sehne 
nennt man Secante, Schneidende, weil man von jeden zwei Linien, 
welche einen Punkt gemein haben und mit den diesem nächst vorher- 
gehenden und nächst folgenden Punkten ■ auf verschiedenen Seiten von 
einander liegen, sagt, dass sie sich schneiden. Yon den sich schnei- 
denden wie von den sich berührenden Linien sagt man, sie träfen sich. 

13. Während die Brechung, die Bruchstrecken und Diagonalen 
der gebrochenen Linien bei den gekrümmten nur den Namen wechseln 
und als Krümmung, Tangenten und Sehnen erscheinen , ändern Gonca- 
vität und Convexität, Schnabel, Inflexion, kurz alle Bestimmungen und 
Beziehungen der gebrochenen Linien, welche nur von der Richtung der 
Bruchstrecken, nicht von deren Anzahl und Grösse abhängen, nicht ein- 
mal den Namen. Eine Namensänderung bei den Curven in dieser Be- 
ziehung eintreten zu lassen ist unstatthaft, weil, wenn man die Conca- 
vität, Convexität, Bildung des Schnabels oder der Inflexion mit wissen- 
schaftlicher Schärfe und nicht etwa bloss nach dem Augenschein bestim- 
men will, man zu den Tangenten der Curve, also im Grunde zu den 
Bruchstrecken einer gebrochenen Linie seine Zuflucht nehmen muss. 
Es ist demnach eine Curve an einem Punkte concav oder convex, bildet 
einen Schnabel (Fig. 27 und 28 a. f. S.) oder eine Inflexion (Fig. 29 
und 30 a. f. S.) irgend einer Ordnung, nur wenn an diesem Punkte 
die continuirlich auf einander folgenden Tangenten eine gebrochene 
Linie bestimmen, welche resp. concav oder convex ist, einen Schnabel 
oder eine Inflexion **) bildet. Auch die Rectification der Curve 



*) Jeder Curvenpunkt entspricht ja nämlich einem Brechangspunkte der gebro- 
chenen Linie. 

**) Seite 241 seines Systemes der analytischen Geometrie sagt Pliicker: „Die 
Theorie der singulären Punkte der Curven, die man, weil sie aus den Arbeiten der 
grössten Geometer hervorgegangen sind, als abgeschlossen und vollendet zu betrachten 
geneigt war, hat sich in Folge der neuesten Untersuchungen über algebraische Curven 
als ungenügend erwiesen, und es ist nicht zu verkennen, dass in ihr verschiedenartige 
Begriffe zusammengeschmolzen sind. Mir scheint es, dass man die Theorie dieser 
Punkte aus einem andern Gesichtspunkte entwickeln und ihr Wesen nicht mehr wie 
bisher darin suchen muss, dass in der Taylor 'sehen Entwickelung einer Coordinate 
als Function der andern, die Differential-Coefficienten Null, unendlich und unbestimmt 
werden können. Es ist vor Allem eine Fundamentalunterscheidung festzustellen. Man 

2* 
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ist dieselbe wie die der gebrochenen Linie, nnd geschieht, weil bei letss- 
terer durch die Bmchstrecken, bei ersterer dorch die Tangenten. Hec- 

Fig. 27. Fig. 28. 

A 





Fig. 29. 



B 



Fig. 31. 




Fig. 30. 




i^A 



tificirt auf mechanische Weise würde eine physische Gnrve, wenn man 
sie yon einem Grenzponht bis zum andern mit einem biegsamen Faden 
umwickelte, welchen man dann wieder abwickelte nnd das Stück zwi- 
schen den beiden Grenzpunkten streckte. Das Rectificiren und die 
Eectification wirdzumEyolvirenund zur Evolution (developpement), 
wenn man durch das Aufwickeln (Fig. 31) die Evolvente ÄÄ^^ d. h. 
diejenige Curve bestimmen will, welche während des Aufwickeins der 



kann sich eine gegebene Cnrve einerseits als von einem sich bewegenden Pnnkte be- 
schrieben nnd andererseits als von einer sich bewegenden geraden Linie umhüllt vor- 
stellen . . . Sowie einerseits in besonderen Fallen zwei oder mehrere Zweige einer 
Cnrre dnrch einen nnd denselben Pnnkt gehen können, so können andererseits mehrere 
Zweige dieselbe gerade Linie berühren. Neben Doppelpunkte nnd mehrfache Pnnkte 
stellen sich doppelte Tangenten nnd mehrfache Tangenten." Hätten die Geometer in 
entsprechender Weise, wie sie die Differentialrechnnng anf die DifTerenzenrechnung 
gründen, auch eine genanere Betrachtung der gebrochenen Linien den Untersuchungen 
über die gekrümmten zu Grunde legen wollen,. sie würden den von Plücker erwähn- 
ten Gesichtspunkt, der im Destillirapparat der Di£ferentialrechnung verdunstiet, auf eine 
sehr elementare Weise gefunden haben. Sie geben aber, so yiel ich weiss, kaum mehr 
als die Definition der gebrochenen Linie und selbst diese in einer Weise, aus welcher 
nicht klar wird, wie man darauf kommt, die Mehrheit von Geraden als eine Linie 
ufzufassen. 
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eine Grenzpunkt des stets gespannt gehaltenen Fadens als Weg be- 
schreibt, während der andere Grenzpunkt an der aufgewickelten Curve 
festgehalten wird. In Beziehung zur Evolvente heisst die zuerst an- 
genommene Curve APß die Evolute. 

14. Die Zahl der krummen Linien beläuft sich wie die der ge- 
brochenen ins Unendliche. Von allen diesen kommt aber in den Ele- 
menten der Planimetrie, als der Lehre vom Dreipunkt, nur die Kreis- 
linie, als die einzige krumme Linie, welche durch drei ihrer Punkte 
vollständig bestimmt ist und durch einfache Drehung einer Strecke in 
einer Ebene erzeugt wird, in Betracht. Macht eine Strecke in einer 
Ebene um den einen ihrer beiden Grenzpunkte eine totale oder partiale 
Drehung*), so beschreibt (Fig. 32) der andere resp. eine Kreislinie 

Fig. 32. 




(Kreisperipherie) oder einen Theil derselben AB einen Kreisbogen. 
Die gedrehte Strecke OB heisst der Radius (Halbmesser), der Dreh- 
punkt wird Mittelpunkt (Centrum) der Kreislinie genannt. Dem- 
nach ist die Kreislinie eine Linie, deren Punkte insgesammt von einem 
Punkte innerhalb gleiche Abstände haben. Als im Endlichen ge- 
schlossene Linie kann die Kreislinie keine gerade sein, weil diese, wenn 



*) Durch die drehende Bewegung einer Strecke und die rein fortschreitende eines 
Punktes, mit Cirkel und Lineal, wie man sagt, kommen alle ebenen Gebilde zu Stande, 
welche in den Elementen der Planimetrie betrachtet werden; zur Erzeugung der räum- 
lichen Gebilde, welche in den Elementen der Stereometrie zur Untersuchung kommen, 
bedarf es nur noch der Drehung einer Ebene um eine Aze. Eine ganze Welt baut 
der Mathematiker mittelst der Bewegung aus einem Punkte. 
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überhaupt, nur im Unendlichen geschlossen ist; eine gebrochene kann 
sie nicht sein, weil sie ihre Bichtung, welche sie als nicht gerade über- 
haupt ändert, in Folge der sich stets gleichbleibenden Drehung, conti- 
nuirlich und gleichmässig von Punkt zu Punkt ändern muss. Ist die 
Kreislinie aber krumm , so ist die gerade Verbindungslinie D E jeder 
zwei nicht continuirlichen Punkte in derselben eine Sehne und verlän- 
gert FG eine Secante. Jede Sehne AE, welche durch den Mittel- 
punkt des Kreises geht, heisst (I. Theil 45.) ein Durchmesser (Dia- 
meter) und dessen Endpunkte Ä und E heissen Qegenpunkte und 
die von zwei Paaren von Gegenpunkten begrenzten Bogen und Sehnen 
AB und DJS heissen Gegenbogen und Gegensehnen. Zwei Kreis- 
linien OA und OK oder MB und GB heissen concentrisch oder 
excentrisch, je nachdem sie dasselbe Centrum haben oder nicht. Die 
Verbindungslinie OM der Centra zweier excentrischer Kreislinien heisst 
Centrale, Centralstrahl. Haben zwei Kreislinien eine gemeinschaft- 
liche Tangente JEfeT", so berühren sie sich innerlich wie CB und 
MB, oder äusserlich wie GB und OB, 'nachdem sie auf derselben 
Seite der Tangente liegen oder nicht. Zieht man durch einen Punkt P 
in der Ebene eines Kreises eine Transversale des Kreises, so nennt man 
das Product der Maasszahlen der beiden Strecken zwischen dem Punkte 
JP und den Schnittpunkten der Kreislinie die Potenz des Punktes P. 
Bei der Tangente, die durch zwei continuirliche Punkte der Kreis- 
linie geht, sind die beiden Strecken gleich und das Product wird zur 
zweiten Potenz. Eine Gerade nun von der Beschaffenheit, dass die von 
jedem ihrer Punkte an zwei Kreise gezogenen Tangenten, also auch die 
Potenzen eines jeden Punktes gleich sind, heisst die Linie der glei- 
chen Potenzen, die potenzhaltende Linie oder Chordale. Die 
Chordale heisst eine Berührungschordale, oder eine innere oder 
eine äussere, je nachdem sie resp. zugleich eine Tangente oder eine 
Secante oder weder das Eine noch das Andere ist. Schneiden sich die 
Chordalen dreier Kreise in einem Punkte, so heisst dieser der Chor- 
dalpunkt oder der Punkt der gleichen Potenzen. 

Anmerkung. Alle anderen nach einem bestimmten Gesetz 
gebildeten Curven, selbst schon die Parabel, Ellipse und Hyperbel, des- 
gleichen die oben erwähnten Evolventen, die Spiralen, die verschiedenen 
Arten der Cycloiden, die Conchoide, Cissoide etc. etc. sind der hohem 
Geometrie zugewiesen, weil zur Bestimmung dieser Curven mehr als 
drei Punkte erforderlich sind und das Bewegungsgesetz für den Punkt, 
welcher diese Curven erzeugt, nicht wie bei der Kreislinie einfach, son- 
dern mehr oder weniger verwickelt ist. Verwickelter ist dies Gesetz 
dadurch, dass der curvenerzeugende Punkt in der Strecke, welche sich 
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dreht oder sich mit einem Punkte längs einer andern Geraden parallel 
fortbewegt, sich bei den erwähnten Curven selbst bewegt und demnach 
eine zusammengesetzte Bewegung hat. So entsteht z. B. statt der Kreis- 
linie eine Spirale, wenn der curvenerzeugende Punkt nicht der feste 
Grenzpunkt einer während der Drehung unverändert bleibenden Strecke 
ist, sondern in einer fortschreitenden Bewegung begriflfen ist, welche 
zur drehenden des radius vector (Leitstrahl, Zuglinie), d. h. dem ge- 
drehten veränderlichen Strahle, in einem bestimmten Verhältnisse steht. 
Zum curvenerzeugenden Punkte kann man auch den Schnittpunkt 
zweier beliebiger Geraden nehmen, welche sich nach einem bestimmten 
Gesetz drehend oder fortschreitend bewegen. Sind die beiden beweg- 
lichen Linien, deren Schnittpunkt der curvenerzeugende Punkt sein 
soll, beide Gerade, so ergeben sich einfachere Curven, als wenn dies 
nicht der Fall ist. Setzt man die Bewegung des curvenerzeugenden 
Punktes noch weiter zusammen, so erhält man auf diese Weise eine 
unerschöpfliche Quelle für Curven. — Lässt sich das Gesetz für die 
Curve durch die von der mathematischen Analysis gebotenen Operatio- 
nen in Form einer Gleichung darstellen, so heisst die Curve analy- 
tisch, sonst nicht analytisch. Die analytischen Curven sind ent- 
weder algebraisch oder transcendent, je nachdem die Curvenglei- 
chung zur Darstellung ihres Gesetzes der sechs algebraischen Operatio- 
nen in einer endlichen oder unendlichen Anzahl von Wiederholungen 
bedarf. — 

Dies Wenige mag genügen, um von dieser Stelle aus eine Perspec- 
tive zu eröffnen in das weite Gebiet der Curvenlehre; eine nähere Be- 
trachtung der Curven ist Aufgabe der hohem Geometrie, insbesondere 
der analytischen. 

o. Von der Verwandtscliaft (Correlation) der einfacli 
gebrochenen und gekrümmten Linien und. überliaupt der 
Punkt- und Liniensysteme in der Ebene; oder von der 
CoUinearität und deren Arten, der Aelinliclikeit , Con- 
gruenz, symmetrisclien Aelinliclikeit, symmßtrisclien 
Oleiolilieit , von der Affinität, Afflngleiclilieit und von 

der Reciprocität. 

1 5. Nimmt (Fig. 33 a. f. S.) man die Brechungspunkte einer beliebigen 
gebrochenen Linie, z.B. der geschlossenen vier mal gebrochenen a,h,c^\>, 
statt in der blossen Ebene in den Strahlen a, h, c, d eines von einer Trans- 
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versaleii X T gescbnitienen StrahlenbäBchels O an und äebt durch die 
Punkte m, n, p, q, in welchen die vier Brochstrecken ab, bc, cb, ba resp. 
die Transyersale X Y schneiden, vier neue Geraden Oi bi, bi Ci, q bj, bi üi, 

o 




welche die Strahlen a, b, c, d in den Punkten Qi, bi, Ci, bi schneiden, 
so heisst die darch die letzteren vier Punkte geschlossene vier mal ge- 
brochene Linie üi, bi, ti, bi, der ersteren a, b, c, b, desgleichen jede der 
Bmchstrecken oder Geraden tti bi, bi Ci, Ci bi, bj di resp. jeder der Bruch- 
strecken oder Geraden ah, ht, cb, ba colli near (collinear-verwandt) 
(projectivisch) in colli nearer (perspectivischer) Lage und die Trans- 
versale X r in dieser Beziehung die Gollineationsaxe*) (perspecti- 
vischer Durchschnitt) und der Büschelmittelpunkt der Gollinea- 
tionsmittelpunkt (Gollineationscentrum), endlich jeder Strahl ein 
Gollineationsstrahl. Strahl a^h^c . . . und Punkte a, b, c • • . oder 
^1/ ^if Ci . . . werden resp. zusammengehörige, entsprechende 
(homologe) Elemente genannt. Zwei Gurven werden demnach colli- 
near sein, wenn die bei ihnen an Stelle der Bruchstrecken tretenden 
Tangenten paarweise collineare Gerade sind. 



*) In der Terminologie der CoUineationslehre herrsclit eine grosse , fast verwir- 
rende Verscliiedenheit bei Steiner, Moebius, Magnus, Piiicker, Poncelet, 
Gergonne etc. 
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16. Zwei coUineare gerade, gebrochene, krumme oder gemischte 
Linien wie überhaupt zwei collineare Systeme in collinearer Lage haben 
also folgende Eigenschaften: 

1. jedem Punkt des einen Systems entspricht auf demselben Strahle 
ein Punkt des andern, und jeder Geraden zwischen zwei Punkten 
des einen Systems eine Gerade zwischen den entsprechenden Punk- 
ten des andern Systems; 

2. wenn also drei oder mehr Punkte des einen Systems in einer Ge- 
raden liegen, so liegen die entsprechenden Punkte des andern eben- 
falls in einer Geraden; 

3. wenn zwei oder mehr Gerade des einen Systems sich in einem 
Punkte schneiden, so schneiden sich auch die entsprechenden Ge- 
raden des andern in dem Punkte, welcher dem Schnittpunkt im 
ersten entspricht; 

4. je zwei entsprechende Punkte beider Systeme fallen in je einem 
Punkte der Gollineationsaze zusammen und jede zwei entsprechende 
Gerade schneiden die Gollineationsaze in je einem in beiden Sy- 
stemen entsprechenden Punkte; 

5. jede Verbindungslinie irgend zweier entsprechender Punkte geht 
als Collineationsstrahl durch das Gollineationscentrum ; 

6. und da z. B. (Fig. 33) o^ und a2, a und üi, 62 und 62; b und 61 etc. 
entsprechende Punkte in beiden Systemen, also a^ü und üidi, 626 
und 6261 etc. entsprechende Gerade sind, dabei (i^a und (h 0.1, 
desgleichen 62 6 und 62 61 in je einem Collineationsstrahle 02 und 
62 zusammenfallen, endlich 02 a und 636; desgleichen 02 ai und 
(261 sich wie 02 und 62 in schneiden: so fallen in jedem Gol- 
lineationsstrahle auch je zwei entsprechende Geraden und in dem 
Gollineationscentrum zwei entsprechende Punkte beider collinearer 
Systeme zusammen. 

17. Die in 1., 2. und 3. angeführten Eigenschaften behalten 
zwei collineare Systeme auch dann, wenn sie in eine andere, schief 
genannte Lage gebracht werden, und zwei Systeme in schiefer Lage 
sind eben nur dann collinear zu nennen , wenn sie zu einem ebenen 
Strahlenbüschel so in collineare Lage gebracht werden können, dass sie 
collinear sind. 

18. Dagegen heissen zwei Linien oder Systeme anticoUinear, 
wenn ihre entsprechenden Punkte bei collinearer Lage der Systeme auf 
Gegenstrahlen des Büschels, sonst aber wie die entsprechenden Punkte 
der collinearen Systeme liegen. Der Gollineationsmittelpunkt zweier 
anticollinearer Systeme heisst ein innerer zum Unterschied von dem 
äussern zweier collinearer Systeme. 
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19. Zwei collineare oder anticollineare Linien, Systeme, heissen 
ähnlich oder symmetrisch-ähnlich, wenn hei collinearer Lage 
ihre entsprechenden Punkte proportionale Abstände vom äussern oder 
inhern Collineationsmittelpunkte haben, welcher in diesem Falle auch 
äusserer oder innerer Aehnlichkeitspunkt heisst, und sie werden 
congruent oder symmetrisch-gleich, wenn der Yerhältnissexpo- 
nent 1 ist. 

Da aber bei anticollinearen Systemen im ebenen Strahlenbüschel 
wegeD der gleichen Beschaffenheit der Ebene nach dem in ihren Seiten 
aufgehobenen Paare von Baumgegenden der durch Strahl und Gegen- 
strahl bedingte Gegensatz durch Klappen oder Drehen sich aufheben 
lässt, was bei anticollinearen Systemen im räumlichen Strahlenbüschel 
nur ausnahmsweise der Fall ist, so sind die anticollinearen ebenen Sy- 
steme, welche symmetrisch-ähnlich oder symmetrisch-gleich sind, zu- 
gleich auch resp. ähnlich oder congruent. Auch sind in schiefer Lage 
zwei Linien oder Systeme ähnlich oder congruent, wenn sie in colli- 
neare, und symmetrisch-ähnlich oder symmetrisch-gleich, wenn sie zu 
irgend einem Strahlenbüschel in anticollineare Lage gebracht, resp. ähn- 
lich oder congruent, symmetrisch -ähnlich oder symmetrisch -gleich sind. 

20. Rückt das Collineationscentrum in unendliche Ferne, so wer- 
den die Flächen der coUinearen Systeme affin, und, wenn die Colli- 
neationsaxe von den Collineationsstrahlen rechtwinklig und von den ent- 
sprechenden Bruchstrecken beider Systeme unter gleichen Winkeln ge- 
schnitten wird, affin -gleich. Wie die symmetrische Gleichheit, so 
fällt in dem ebenen Strahlenbüschel auch die affine Gleichheit stets 
mit der Congruenz zusammen, was im räumlichen Strahlenbüschel nur 
ausnahmsweise der Fall ist, in welchem überhaupt erst diese Art von 
Verwandtschaft gehörig zur Anschauung gebracht werden kann. Daher 
erst später beim räumlichen Strahlenbüschel und Büschelraume mehr 
davon. 

21. Ausser dieser durch die CoUinearität bedingten Verwandt- 
schaft (Correlation) zweier Systeme giebt es noch eine durch Reci- 
procität bedingte. Reciprok nämlich nennt man zwei Systeme, wenn 
jedem Punkte des einen Systemes eine Gerade in dem andern entspricht, 
und zwar dergestalt, dass wenn die Punkte des einen in einer Gera- 
den A liegen, die Geraden des andern als Strahlen durch einen und 
denselben Punkt P gehen, welcher der Geraden A entspricht, und um- 
gekehrt. Jeder Punkt und jede Gerade, welche sich dergestalt ent- 
sprechen, nennt man resp. Pol und Polare. 

Zwei solche reciproke Systeme erhält man in perspectivischer Lage 
auf folgende Weise: 
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Ist etwa (Fig. 34) die geschlossene, viermal gebrochene Linie abcb 
collinear in der Art, dass in jedem Brechungspmkte entsprechende Punkte 
der zu einander collinearen Bruchstrecken vereinigt sind, und man 
nimmt einen Strahlenbüschel 0, dessen Strahlen a und 2> dem Punkte 

a und 6 entsprechen, und im Strahle 
h einen Strahlenbüschel Oi, dessen 



Fig. 34. 



,0, 




Strahlen &i und Ci den Punkten 6 
und c entsprechen, und wieder im 
Strahle O] einen Strahlenbüschel O2, 
dessen Strahlen C3 nndc^ den Punk- 
ten c und b entsprechen, endlich in) 
Schnittpunkt O3 der Strahlen d^ und 
a den Strahlenbüschel O3, so be- 
stimmen die vier Bruchstrecken a6, 
6c, cb, ha als Polaren und die vier 
Büschelmittelpunkte 0, Oi, 0-2 und 
Og als Pole, desgleichen die vier Po- 
laren OOu O1O3, OaOs und O3O 
nebst den vier Polen b, c, b und a 
zwei reciproke Systeme. Denn zieht 
man z. B. noch durch a die dritte 
Polare ac, so liegt deren Pol O4, in 
welchem sich die Strahlen a und C2 
schneiden, sowohl mit Oi und 0^ 
als auch mit O3 und in einerlei 
Geraden, also drei Geraden, welche 
sich in dem einen Systeme in einem 
Punkte schneiden, entsprechen im 
andern Systeme drei Punkte, welche 
in einer Geraden liegen. Dasselbe 
gilt von den drei Geraden ab, 6c 
und b b und den drei Polen 0, Oi und 
O5; desgleichen von bc, ca und 
cb und den Polen Oi, O4 und O2 
oder von ba, bb und bc und den 
Polen O3, O5 und O2. Und der 
Schnittpunkt c der beiden Polaren 
a c und b b ist der Pol zur Polaren 
O4 O5, welche die Pole O4 und O5 der beiden Polaren ac und bb ver- 
bindet. Die beid«! Systeme bleiben dann auch reciprok in schiefer 
Lage, d. h. wenn man etwa a b c b an eine andere Stelle brächte. Zwei 



o 
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Curven sind demnach reciprok, wenn die Punkte der einen die Pole 
sind zu den Tangenten der andern als Polaren und umgekehrt. 
22. Zwei reciproke Systeme haben also folgende Eigenschaften: 

1. jedem Punkt, Pole des einen Systems entspricht eine Gerade, Po- 
lare des andern und umgekehrt; 

2. wenn drei oder mehr Pole des einen Systems in einer Geraden lie- 
gen , so schneiden sich die entsprechenden Polaren in einem Punkte, 
welcher der Pol jener Geraden als Polaren ist, und umgekehrt; 

3. geht eine Polare a 6 durch den Pol 6 einer andern OOi, so geht die 
zweite Oi durch den Pol der ersten ab, und zwei solche Pole 
und 6 oder Polaren ab und Oi heissen conjugirt. 

23. Die Bestimmung, dass jedem Punkte des einen Systemes ein 
Punkt oder eine Gerade des andern auf die bei der Definition der Gol- 
linearität und Beciprocität angegebene Weise entspricht, nennt man 
das Correlationsprincip (Uebertragungsprincip). Dies kann noch 
dahin erweitert werden, dass jedem Punkte oder jeder Geraden der 
einen ein Kegelschnitt oder eine andere bestimmte Curve entspricht 
oder weiter jeder bestimmten Gurye des einen Systemes eine bestimmte 
Gurve in dem andern. Das Correlationsprincip ist also ersichtlich eine 
reichströmende Quelle wichtiger Untersuchungen, die aber über die 
Grenzen der Elemente hinausgehen. 



Zweites Capitel. 

Die von zwei, drei, vier Bruolistrecken einer gebro- 
chenen Linie und deren Rückverlängerungen gebildeten 
Winkel und der durch Gleichlieit der Winkel bedingte 
Parallelismus und Antiparallelismus der Strecken. 

24. Dass jede zwei Strahlen eines ebenen Strahlenbüschels oder 
die beiden Bruchstrecken einer einmal gebrochenen Linie einen Winkel 
und zugleich einen Aussenwinkel bestimmen, ist in (I. Theil 48.) schon 
gesagt, wie auch, dass jeder Winkel, der seinem Aussenwinkel gleich ist, 
ein gestreckter, und jeder, der kleiner oder grösser ist als sein Aussenwin- 
kel und als der gestreckte, concav oder convex heisst und der Nullwin- 
kel der Aussenwinkel des vollen Winkels ist. Ebenso haben wir gese- 
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hen, dass jede zwei Brachstrecken einer gebrochenen Linie am Bre« 
chungspunkte zwei Linien winkel bilden^ welche entweder beide gestreckt 
sind, oder von denen der eine concav, der andere convex, oder der eine 
ein VoU- und der andere ein Nullwinkel ist. In Beziehung zum Win- 
kel heissen die Bruchstrecken aber Schenkel und der Brechungspunkfc 
Scheitelpunkt, Scheitel, Spitze des Winkels. Einen concaven 
Winkel bezeichnet man durch die drei Buchstaben, welche am Scheitel und 
je einemPunkte der Schenkel stehen, und zwar so, dass der Buchstabe am 
Scheitel in der Mitte zwischen den Buchstaben an den Schenkelpunkten 
steht, auch setzt man das Zeichen 2t '^^^^ Den Aussenwinkel bezeichnet 
man auf dieselbe Weise, aber unter Versetzung des Zeichens J^, z. B. den 
concaven und convexen Winkel in Fig. 35 durch 2i.ABC oder ^ ABG. 

Einen von zwei Strahlen a und h eines Bü- 
schels gebildeten Winkel kann man kurz und bequem 
durch (a, V) oder ^ (a, H) bezeichnen; oft setzt 
man auch zwischen die Schenkel nahe am Scheitel 
einen kleinen lateinischen oder griechischen Buch- 
staben und bezeichnet in Fig. 35 den Winkel auch 
durch 2^. «• 

25. Mit ihren Bückverlängerungen bilden 
die beiden Strahlen, Bruchstrecken oder Schenkel aber vier Winkel, 
von diesen heissen je zwei, welche den Scheitel und den einen Schen- 
kel gemein haben, bei denen aber der zweite Schenkel des einen die 
Verlängerung des zweiten Schenkels des andern ist, Nebenwinkel 
(Supplementswinkel); dagegen je zwei, welche den Scheitel gemein 
haben, bei denen aber beide Schenkel des einen die Verlängerungen 
der Schenkel des andern sind, Scheitelwinkel. Sind die beiden 
Nebenwinkel einander gleich, so wird jeder ein rechter genannt und be- 
zeichnet mit JR\ sind sie ungleich, so heissen beide schief und davon der 
kleinere spitz, der grössere stumpf. Der spitze Winkel ist demnach auch 
kleiner, der stumpfe grösser als ein rechter. Der gemeinschaftliche Schenkel 
zweier Nebenwinkel heisst zu der Geraden, in welcher die beiden nicht 
gemeinschaftlichen Schenkel liegen, senkrecht*) (perpendiculär , ein 




*) Lotbrecht unterscheide ich von senkrecht so, dass lothrecht nach dem Lothe 
(beschwerter Faden im Zustand der Ruhe) gerichtet ist ; eine Lothrechte ist bloss senk- 
recht auf einer Horizontalen (Wagerechten, Wasserrechten). Obschon senkrecht (Senk- 
blei) ursprünglich gleichbedeutend ist mit lothrecht, so benutze ich den Ueberfluss 
der Bezeichnungen zur Unterscheidung eines besonders wichtigen Falles vom Allge- 
meinen. Gleichbedeutend mit lothrecht gebrauche ich vertical (scheitelrecht), wobei 
eine Beziehung des Menschen zu Grunde liegt. Vertical ist die Richtung vom Schei- 
tel, dem Kopf des Menschen, bis zur Ferse, dem Fusse. Die Benennung Normale 
für eine Senkrechte im Berührungspunkt einer Tangente, wie sie in der analytischen 



or 
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Perpendikel), wenn die beiden Nebenwinkel gleich, dagegen schief, 
wenn sie ungleich sind. Den Scheitelpunkt der beiden Nebenwinkel 
nennt man in Bezug auf die Senkrechte oder Schiefe den Fusspunkt 
derselben. Von einer Senkrechten sagt man, entweder sie sei auf eine 
Gerade gefällt, oder auf ihr errichtet, je nachdem ein Punkt ausser- 
halb oder in der Geraden gegeben ist, durch welchen die Senkrechte 
gehen soll. Das von einem Punkte ausserhalb einer Geraden auf diese 
gefällte Perpendikel*) ist es, was man unter der Entfernung, dem 
Abstände dieses Punktes von der Geraden versteht. 

Fig 35 , 26. Den Fusspunkt Q (Fig. 36) 

der von einem Punkte P ausserhalb 
p 

einer Geraden XXi nach letzterer 
unter einem bestimmten Winkel a ge- 
zogenen zweiten Geraden P Q nennt 
man auch die Projection des Punk- 
^i tes P auf die Gerade XXi, welche 
in dieser Beziehung Projections- 
axe heisst,fdie Gerade PQ heisst Projection slinie und der Winkel 
a heisst Projectionswinkel. Je nachdem der 2C « oin rechter oder 
schiefer ist, heisst auch die Projection recht- oder schiefwinklig und bei 
rechtwinkliger Projection die FQ Projectionsperpendikel ; die recht- 
winklige Projection wird am meisten gebraucht. Unter der Projection 
eines Systemes von Punkten, z. B. eines Winkelschenkels oder einer 
Dreiecksseite auf eine Gerade, etwa auf den andern Winkelschenkel 
oder eine andere Dreiecksseite, versteht man das System der Projectio- 
nen derj^einzelnen Punkte. In vielen Fällen genügt zur Bestimmung 
der Projection eines Punktsystemes schon die Projection einiger Punkte, 
z. B. bei der Projection einer Strecke diejenige ihrer Grenzpunkte. Pro- 
jicirt man den einen Schenkel eines 2C ^ ^^ ^^^ anderen Schenkel, 
so nennt man die Exponenten der geometrischen Verhältnisse zwischen 
dem Schenkel, der Projection und dem Projectionsperpendikel die go- 
niometrischen Functionen (die Winkelfunctionen) des 2C ^• 

Perspectivisch oder central projicirt auf eine Gerade XXi 
nennt 'man ein System von Punkten, wenn man XXj zur Transversalen 



Geometrie gebräachHch ist, behalte ich für die Senkrechte in diesem Falle und nur 
in diesem bei. 

**) Nicht weil dies Perpendikel, wie oft gesagt wird , die kürzeste von allen Ge- 
raden ist, welche von dem Punkt nach einer Geraden gezogen werden können , heisst 
es die Entfernung, sondern weil es an und für sich schon bestimmt ist, bestimmter 
wenigstens als die Schiefen, deren unendlich viel sind und von denen dann die eine 
erst noch bestimmt werden müsste, etwa durch den Winkel. 
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eines Büschels macht und durch jeden Punkt des Systems den Strahl 
nach der Transversalen zieht; die Schnittpunkte sind die Projectionen 
der Systemspunkte; der Büschelmittelpunkt heisst der Augenpunkt. 

27. Zwei Winkel, welche den Scheitel und den einen Schenkel 
gemein haben, deren beide andere Schenkel jedoch nicht in einer Gera- 
den liegen, heissen anstossende, und zwar gleichseitig oder un- 
gleichseitig anstossende, je nachdem die beiden nicht gemeinschaft- 
lichen Schenkel auf derselben oder auf verschiedenen Seiten des gemein- 
schaftlichen liegen. Von dem gemeinschaftlichen Schenkel zweier glei- 
cher ungleichseitig anstossender Winkel sagt man auch, er sei die Hal- 
birungslinie des Winkels zwischen den beiden nicht gemeinschaftli- 
chen Schenkeln und halbire diesen Winkel. Betragen die ungleich- 
seitig anstossenden Winkel zusammen einen rechten, so heisst jeder der 
Complementswinkel, das Gomplement des andern. 

28. Von den acht Winkeln, welche von drei Bruchstrecken und 
deren Verlängerungen an zwei Brechungspunkten oder von dem Cen- 
tralstrahle und je einem andern Strahle zweier ebener Strahlenbüschel 
gebildet werden, heissen jede zwei Winkel auf derselben Seite der 
Durchschneidenden, also in Fig. 37 auf derselben Seite von G-H ie 

Fig. 37. 2^®^ ^^^ Winkel h, c, /, g oder je zwei 

der Winkel a, d, e, Ä, gleichliegend, 
dagegen zwei auf verschiedenen Sei- 
ten der Durchschneidenden, z. B. a 
und/, oder h und h, oder c und e etc. 
ungleich liegende. Jede zwei Win- 
kel an der innem oder äussern Seite 
der beiden durchschnittenen Geraden, 
z. B. resp. e und c oder a und ^, heissen 
innere oder äussere Winkel und zwei 
innere wie auch zwei äussere für sich 
gleichnamig, dagegen ein innerer 
und ein äusserer heissen ungleichna- 
mig, z. B. a und/ oder a und e etc. Zwei gleichliegende ungleich- 
namige Winkel, z. B. a und e oder c und ^, heissen Gegenwinkel*); 




*) oft nennt man die Gegenwinkel auch correspondirende; diese Benennung scheint 
mir deshalb verwerflich, weil in der Geometrie des fiaumes (Stereometrie) bei zwei 
Ebenen, die von einer dritten durchschnitten werden, ebenfalls Gegenflächenwinkel vor- 
kommen, welche man dann der Analogie willen ebenfalls correspondirende nennen 
müsste, wodurch also, da man die correspondirenden Linienwinkel der Flächenwinkel 
wie diese letzteren selbst der Abkürzung willen correspondirende Winkel nennt, leicht 
Verwirrung entsteht. 
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dagegen zwei ungleicbliegende gleichnamige, z. B. d und / oder a 
und g etc., Wechselwinkel. 

29. Je nachdem nun ein Paar der Gegen- oder der Wechselwin- 
kel gleich oder ungleich sind, nennt man die beiden durchschnittenen 
Geraden AG und DF resp. gleichlaufend (Fig. 37) oder nicht 

pj« 33 gleichlaufend (Fig. 38). Und da, 

wie später bewiesen wird, zwei gleich- 
laufende Gerade sich in keinem an- 
gebbaren Punkte oder, wie man auch 
sagt, erst im Unendlichen schneiden, 
so heissen zwei solche in einer und 
derselben Ebene liegende Grerade 
auch parallel; dagegen die nicht 
gleichlaufenden in einer Ebene, als 
sich in einem angebbaren Punkte 
oder, wie man sagt, im Endlichen 
schneidende, heissen nicht parallel. 
Von zwei nicht parallelen Geraden Ä G und DF (Fig 38), welche von 
einer dritten GH durchschnitten werden, sagt man auch, sie conver- 
girten auf derjenigen Seite der durchschneidenden Geraden GH^ auf 
welcher der Schnittpunkt M liegt, und divergirten auf der entge- 
gengesetzten Seite der GH, Dass zwei Gerade AG und DF gleich- 
laufend oder parallel sind, bezeichnet man mit AG \\ DF, Das 
Zeichen # bedeutet daher, zwischen zwei Gerade gesetzt, dass sie 
gleich und parallel sein sollen. Sind AG und DF zwei parallele 
Doppelstrahlen der Büschel B und E^ so sind auch die einfachen Strah- 
len BÄ und B G den einfachen Strahlen ED und EF parallel; will 
man bei diesen parallelen einfachen Strahlen zugleich noch besonders 
bezeichnen, ob sie nach einerlei oder nach entgegengesetzter Gegend 
von dem Mittelpunkt B und E aus gerichtet sind, so bezeichnet man 
das resp. durch j^ oder j|, z.B. ist, wenn in (Fig. 37) AG\\DF^ auch 
BA f\ ED und BGf[ EF, aber BA^^EF und B G^lED. Von 
dieser Unterscheidung wird jedoch nur selten Gebrauch gemacht. Der- 
jenige Strahl eines Büschels, welcher einer Transversalen des letztem 
parallel ist, heisst Parallelstrahl; er schneidet zufolge des Vorher- 
gehenden die Transversale in keinem angebbaren, sondern im sogenann- 
ten unendlich entfernten Punkte. Da zwei Gerade sich nur in 
einem Punkte schneiden können, so kann eine Gerade trotz des Schei- 
nes vom Gegentheil auch nur einen unendlich entfernten Punkt 
haben. Der zwischen zwei Parallelen liegende Theil einer Ebene heisst 
ein Streifen und das Perpendikel, von einem Punkte der einen Pa- 
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rallelen auf die andere gefällt, heisst der Abstand der Parallelen oder 
die Höhe des Streifens. 

30. Zwei Gerade (Fig. 39 und Fig. 40)] FC und FD, welche 
sich mit zwei anderen AB und ACm antihomologer Weise*) unter 
gleichen Winkeln schneiden, nennt man antiparallel. Es ist also so- 
wohl A B und A C antiparallel ajx B C und B^E, wie auch B C und 
DJB antiparallel an ^^ und A 0. Zwei solche Paare von Antiparalle- 

Fig. 39. 





len heissen zusammengehörig. Der Schnittpunkt des einen Paares 
kann entweder ausserhalb des andern oder zwischen demselben oder in 
der einen Linie des andern Paares liegen. Der von dem einen Paare 
gebildete Wiukel kann auch ein gestreckter oder ein Nullwinkel sein. 
Das eine Paar von Antiparallelen wird zugleich parallel, wenn y = ß 
wird. Deijenige Strahl eines ebenen Strahlenbüschels, welcher einer 
Transversalen des letztern antiparallel ist, heisst Antiparallelstrahl 
der Transversale. Da man für den Antiparallelismus bis jetzt noch 
keine Bezeichnung eingeführt hat, so schlage ich dafür das Zeichen 
IL vor. 



*) In antihomologer Weise, d. h. bildet FC imt AB und AC resp. die Winkel 
ß und y., so bildet FD mit AB und AC resp. die Winkel y und /3, und liegen die 
Winkel ß und y beide auf entsprechenden Seiten, also beide auf der innem oder beide 
auf der äussern Seite der A B und A C, so liegen sie mit ihren Oeffnungen nach einem 
der beiden Paare von Gegenden, der Ebene entgegengesetzt, also wenn einer nach rechts 
oben von FC, der andere nach links oben von FD. 



Mtlller, geometrische Formenlehre. 
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Drittes Capitel. 

a. Die von den geschlossenen gebrochenen Linien und 
der Kreislinie in der Ebene begrenzten Figuren 

überhaupt. 

31. Nach (I. Thl. 43) heisst ein vollständig, d. L von einer geschlos- 
senen gebrochenen, gekrümmten oder gemischten Linie begrenzter Theil 
einer Ebene eine ebene Figur. Bildet die Grenzlinie eine oder meh- 
rere Schleifen, so betrachtet man meist die Figur nicht als einö, son- 
dern als ein Aggregat von zwei oder mehreren. Der durch die 
Grenzlinie ausgeschlossene andere Theil der Ebene heisst Aussenfigur 
und steht zur innern Figur in entsprechender Beziehung wie der Aussen- 
winkel zu seinem Winkel. Doch wird die Aussenfigur, da sie nur nega- 
tiv mittelst der innern zu bestimmen ist, meist ganz ausser Acht ge- 
lassen. Je nachdem die Grenzlinie der Figur gebrochen , krumm oder 
gemischt ist« heisst die Figur gerad-, krumm- oder gemischt linig. 

32. In Beziehung auf die Figur nennt man die Grenzlinie — sie 
sei gebrochen, krumm oder gemischt — umfang (Peripherie); die 
Bruchstrecken des gebrochenen Umfangs einer geradlinigen Figur heissen 
aber Seiten, und die Scheitelpunkte der Brechungswinkel Ecken. 
Da die geradlinige Figur durch die gebrochene Grenzlinie, diese aber 
durch die Zahl und Grösse der Bruchstrecken und Brechungswinkel 
vollständig bestimmt wird, so wird auch die geradlinige Figur durch 
die Zahl und Grösse ihrer Seiten und Winkel vollständig bestimmt 
Seiten und Winkel sind die einfachsten Bestimmungsstücke einer 
geradlinigen Figur, wenn man mit dem Kamen Bestimmungsstück jede 
mit einer Figur in einem bestimmten und nothwendigen Zusammen- 
hang stehende Linie, Fläche, Winkel etc. bezeichnet. Die Zahl der 
Seiten stimmt stets mit der der Ecken überein. Hat also eine gerad- 
linige Figur n Ecken , so hat sie auch n Seiten. Doch bedarf man zur 
vollständigen Bestimmung einer solchen Figur von diesen 2 n Stücken 
nur 2 n — 3 auf einander folgende , da durch beide Endpunkte einer 
noch ungeschloBsenen gebrochenen Linie die Gerade zwischen den End- 
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punkten und die dieser anliegendeu Winkel schon mitbestimmt sind, 
wie auch durch zwei von den Endpunkten unter gegebenen Winkeln 
auslaufende Gerade der Schnittpunkt der letzteren und der Winkel 
zwischen ihnen mitbestimmt ist. Ueberhaupt aber ist eine geradlinige 
Figur mit n Seiten und w Ecken durch 2 n — 3 ihrer Stücke, von 
denen entweder Form, oder Grösse, oder sonst eine zur Bestimmung 
dienliche Eigenschaft gegeben ist, vollständig bestimmt, sobald diese 
Stücke nur von einander unabhängig sind, d. h. sobald nicht etwa das- 
selbe Stück zwei- oder mehrmal in verschiedener Form des Aus- 
drucks gegeben ist. Und allgemein ist ein geometrisches System oder 
Gebilde vollständig bestimmt durch Bestimmungsstücke oder sonstige 
Eigenschaften und Bedingungen, sobald nur ein einziges System oder 
Gebilde an derselben SteUe die Bestimmungsstücke enthält, die gege* 
benen Eigenschaften hat und den gegebenen Bedingungen genügt. 
Sind 2 oder mehr Gebilde an derselben Stelle möglich, so ist die Be- 
stimmung des einzelnen nicht vollständig. Ist die Bestimmung eines 
Gebildes der Art, dass unendlich viele continuirliche Gebilde möglich 
sind, so nennt man das System von Punkten, Linien, oder Flächen« 
welches den zu bestimmenden Punkt, die zu bestimmende Linie oder 
Fläche enthält, den geometrischen Ort*) des Punktes, der 
Linie oder Fläche, die bestimmt sein soll. Die Bestimmung einer 
Fläche kann also der Art sein, dass ein Körper, die Bestimmung einer 
Linie der Art, dass eine Fläche oder ein Körper, endlich die Bestim- 
mung eines Punktes der Art sein, dass entweder eine Linie, oder eine 
Fläche, oder ein Körper der geometrische Ort ist. 

33. Je nach der .Zahl der Seiten und Ecken sind die geradlinigen 
Figuren — da die Zahl der Bruchstrecken einer geschlossenen, gebro- 
chenen Linie in der Ebene, wie wir gesehen haben, sich mindestens 
auf drei beläuft, sonst unendlich gross werden kann — entweder 
3, 4, 5 . . . nseitige oder 3, 4, 5 . . . neckige. 



*) Die Eintheilung der geometrischen Oerter in Scheitelörter, Centralörter, Ver- 
hältnissörter, harmonische Oerter etc. halte ich für unzulässig, da sie nicht yoUstän- 
dig und ohne £intheilungsprincip ist. Aus demselben Grunde ist auch die Einthei- 
lung unwesentlich, welche von den griech. Mathem. herrührt, nämlich in lonot inU 
ne&oi'y üXBQSoC und ygafÄ/nixal, in ebene, körperliche und linearische Oerter, d. h. 
wo eine Gerade, oder eine Kreislinie, oder wo ein Kegelschnitt, oder endlich wo eine 
andere Gurre den Ort bildet. Muss durchaus eine Eintheilung sein, so ist diejenige, 
welche ebenfalls von griech. Mathem. herrührt, noch die begründetste, nämlich die 
in Tonoi iq)S3ezixoi, dkS^odixoi und avaaxQoqiixoC ^ also in haftende, einfach fort- 
schreitende und doppelt fortschreitende, d. h. wo der Ort eines Punktes ein Punkt, 
der einer Linie eine Linie ist , oder wo eine Linie der Ort eines Punktes, eine Fläche 
der Ort einer Linie, ein Körper der Ort einer Fläche ist, oder endlich, wo die Fläche 
der Ort eines Punktes und der Körper der Ort einer Linie ist. 

3* 
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Die nseitige oder neckige Figur nennt man kürzer nseit oder 
neck. Diejenigen nseite oder necke, bei welchen n ^ 4 ist, nennt 
manVielseite oder Vielecke (Polygone), so dass also die geradlinigen 
ebenen Figuren entweder Dreiecke, oder Vierecke, oder Vielecke sein 
müssen. Nach schon aasgeführter Construction sind die necke und 
nseite nicht mehr zu unterscheiden, ihr Unterschied beruht lediglich 
in der Entstehung, indem man behufs der Construction des necks 
von n Punkten ausgeht , von denen nicht drei auf einander folgende in 
einer Geraden liegen, dagegen behufs der Construction des nseits von 
n Geraden, von denen nicht drei auf einander folgende sich in demsel- 
ben Punkte schneiden. Demnach ist die reciproke Figur eines 
necks ein nseit und umgekehrt. Nur in Bezug auf die Reciprocitat 
oder in anderen Fällen, wo der Unterschied zwischen neck und nseit 
wesentlich ist, soll er festgehalten werden, in allen anderen Fällen 
dagegen nicht, sondern nach altem Herkommen nur vom neck die 
Rede sein. 

34. Oben haben wir schon bei den gebrochenen Linien gesehen, 
dass n Punkte, welche in* einer Ebene gegeben sind und deren nicht 
drei auf einander folgende in einer Geraden liegen, zu je zwei in ver- 
änderter Reihenfolge verbifnden , |(n — 1) (n — 2) ... 2 nach ihren 
Bruchstrecken verschiedene gebrochene Linien bestimmen; ebenso be- 
stimmen n Gerade, welche in einer Ebene liegen und deren nicht drei 
auf einander folgende sich in demselben Punkte schneiden, zu je zwei 
sich in veränderter Reihenfolge durchschneidend, |(n — 1) (n — 2). . . 2 
nach ihren Brechungspunkten verschiedene gebrochene Linien. Da nun 
jede dieser gebrochenen Linien eine geradlinige Figur bestimmt, so 
bestimmen sowohl die n Punkte als die n Geraden auch |(n — 1) 
(n — 2) ... 2 Figuren, und zwar sind diejenigen, welche durch 
n Punkte bestimmt sind, necke, die durch die n Geraden bestimmten 
sind dagegen nseite. 

35. Jedes der |(n — 1) (w — 2) ... 2 möglichen necke oder 
nseite für sich heisst ein einfaches, alle zusammen das vollstän- 
dige. Zu jedem der einfachen necke oder nseite heissen die übrigen 
Nebenvielecke oder Nebenvielseite und die Seiten und Ecken der 
letzteren zu denen des ersten Nebenseiten und Nebenecken. 

36. Wie nach der Zahl der Seiten und Winkel, so können die 
necke auch nach der Grösse dieser Stücke verschieden sein, und es un- 
terscheiden sich demnach gleichseitige (Fig. 41) und ungleichsei- 
tige (Fig. 42), mit lauter gleichen Seiten oder nicht; desgleichen 
gleichwinklige und ungleichwinklige, mit lauter gleichen Win- 
keln oder nicht; endlich regelmässige und unregelmässige, mit 
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lauter gleichen Seiten und Winkeln oder nicht. Numerirt man die 
Seiten und Winkel eines regelmässigen necks der Reihe nach, so heissen 
von diesen 2 n Stücken das erste und (n -\- l)te, das zweite und 
(n 4" 2)te, das dritte und (n •{- 3)te etc. Gegenstücke, wie z. B. 
AB und DE, oder ^ il und 4: D in Fig. 43. 

Fig. 41. Fig. 42. Fig. 43. 






37. Der Polygonwinkel, d. h. der Winkel am Umfang einse 
wecks heisst aus- oder einspringend, je nachdem er wie Ä oder G 
in Fig. 42 an- der äussern oder innern Seite des Umfanges convex ist. 
Wie die geschlossene dreimal gebrochene Linie an der innern Seite 
keinen convexen Winkel haben kann , so das Dreieck keinen einsprin- 
genden. Auch muss jedes neck wenigstens drei ausspringende Winkel 
haben. Der Nebenwinkel eines Polygon winkeis heisst Aussenwinkel 
des Polygones, z. B. 2^ -^FG in Fig. 42. 

38. Die Diagonalen der gebrochenen Linien sind auch Diagonalen 
der necke und zugleich sind die Diagonalen eines einfachen neckes 
die Nebenseiten der Neben -necke des vollständigen. 

Jedes neck aber hat (n — 3) Diagonalen, die sich innerhalb der 

Figur nicht schneiden, sie mögen nun von derselben Ecke auslaufen oder 

n (n — 3^ 

nicht; überhaupt aber hat es der Diagonalen — '■ — r , mithin das 

Jd 

Dreieck gar keine. Die Diagonalen eines necks mit lauter aussprin- 
genden Winkeln fallen sämmtlich in das neck; von den Diagonalen 
eines necks mit einspringenden Winkeln fallen so viele ausserhalb als 
einspringende Winkel da sind. 

39. Die Transversalen der gebrochenen Linien sind auch Trans- 
versalen der necke; je nachdem sie bei einem neck durch eine Ecke 
oder Seite gehen, heissen sie Eck- oder Seitentransversalen. Die 
wichtigsten Ecktransversalen sind 

1. die Winkelhalbirende, d. h. die Transversale, welche den Win- 
kel an der Ecke halbirt; 
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2. das Eckperpend'ikel, d. h, die von einer Ecke auf eine Seite 
oder deren Verlängerung senkrecht gezogene Transversale. 



Fig. 44. 




Das grösste BG (Fig. 44) der Eckperpen- 
dikel, welche von allen Ecken eines necks 
aaf eine Seite und deren Verlängerung gefallt 
werden, heisst das Höhenperpendikel oder 
schlechthin die Höhe des necks, und in Be- 
ziehung zur Höhe diejenige Seite DjBJ, auf wel- 
cher die Höhe senkrecht ist, die Grundlinie 
(Basis) des necks. Von den Seitentransversalen 

sei hier nur das Mittenperpendikel erwähnt, welches in der Mitte 

irgend einer der Seiten errichtet wird. 

40. Wie die Diagonalen und Transversalen von der gebrochenen 
Linie zur geradlinigen Figur, so gehen die Sehne, Secante und Tangente 
von der krummen Linie auf die krummlinige Figur über, insbesondere 
auch auf den Kreis, d. h. den von einer Kreislinie begrenzten Theil 
einer Ebene, als die einzige krummlinige Figur der Elementargeometrie 
ohne Veränderung des Namelns, desgleichen geht auch von der Kreis- 
linie auf den Kreis über der Mittelpunkt, Radius, Durchmesser, die 
Centrale, die Con- und Excentricität; weiter geht über auch die Gol- 
lineation mit ihren besonderen Arten der Aehnlichkeit , Gongruenz 
und Affinität; und endlich geht auch die Reciprocität von den ge- 
schlossenen ebenen Linien auf die ebenen Figuren überhaupt über. 
Zwei ebene Figuren nämlich heissen collinear und insbesondere ähn- 
lich, congruent, desgleichen affin oder reciprok, wenn deren 
Grenzlinien es sind, 

41. Schliesslich ist noch deijenigen Beziehungen der Grenzlinien 
zweier ebener Figuren Erwähnung zu thun, zufolge welcher die 
sämmtlichen Ecken einer geradlinigen Figur im Umfang oder 
sämmtlich innerhalb oder theils innerhalb, theils ausserhalb des ümfan- 
ges einer andern Figur liegen, desgleichen, wenn sämmtliche Seiten 



Fig. 45. 




einer geradlinigen Figur Tangenten des Um- 
fanges einer krummlinigen sind und wenn die 
Umfange zweier krummlinigen Figuren sieb 
innerlich oder äusserlich berühren. Liegen 
(Fig. 45) sämmtliche Ecken eines necks Ä 
B C D E F im Umfang einer andern gerad- 
^ oder krummlinigen Figur, so nennt man das 
neck dieser Figur ein- und letztere dem neck 
umbeschrieben. Jede einem Kreise einbe- 
schriebene geradlinige Figur heisst kurz auch 
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ein« Kreisfigur, z. B. ein Kreisviereck , und der Mittelpunkt des 
Kreises auch Mittelpunkt derKreisfigur. Liegen sämmtliche Ecken 
eines Vielecks Ä B CD JEF innerhalb des Umfauges eines andern 
Ai B\ Ci Dl JEi Fl, so heisst der zwischen den Umfangen beider Poly- 
gone liegende Theil der Ebene ein Eingpolygon. Liegt eine ebene 
Figur mit allen Punkten des Umfanges innerhalb des ümfanges einer 
anderen und ist die eine oder die andere, oder sind beide Figuren 
krummlinig, so heisst der zwischen beiden Umfangen liegende Theil der 
Ebene eine ebeneRingfigur. Die Ringfigur ist nur die Differenz der 
beiden anderen. Liegen die Punkte des Umfanges einer Figur theils in- 
nerhalb, theils ausserhalb einer andern Figur, schneiden sich also beide 
Umfange, so sagt man von den Figuren (Fig. 46), dass sie sich durch- 
dringen*). Sind (Fig. 45) sämmtliche Seiten eines n ecks Tangenten ÄiBi 
Ol Dl El Fl einer krummlinigen Figur, so heisst das neck dieser Figur 
um- und diese jenem einbeschrieben. Und berühren sich die Um- 
fange zweier krummlinigen Figuren innerlich oder äusserlich, so sagt 
man von den Figuren dasselbe. 

42. Ausser der Grenzlinie einer ebenen Figur kommt als zweites 
Begriffsmoment der Figur auch noch der begrenzte Theil der Ebene, 
der sogenannte Inhalt der Figur noth wendig in Betracht. Im Gegen- 
satz zu diesem Inhalt nennt man die besondere Beschaffenheit der Grenz- 
linie, welche durch ^ie Zahl ihrer Seiten, resp. Tangenten, wie durch 
das Verhältniss derselben und der von denselben eingeschlossenen Win- 
kel bedingt wird, dte Form der Figur. Je zwei Figuren haben näm- 
lich gleiche Form, je nachdem die Zahl ihrer Seiten, resp. Tangenten, 
und das Verhältniss derselben gleich ist bei Gleichheit der entsprechen- 
den (homologen) Winkel; nicht gleiche Form haben sie, sobald dies 
nicht der Fall ist. Und (Fig. 47) gleich an Inhalt, flächengleich, 
nennt man zwei ebene Figuren il 5 und ADFG^ wenn sie die Sum- 

Fig. 46. Fig. 47. 





*) Zwei Kreise in derselben Ebene durchdringen sich, wenn sich ihre Umfange 
schneiden und sie eine Lunula gemein haben; zwei Kreise in verschiedenen Ebenen 
schneiden sich, wenn sie eine Sehne gemein haben. 
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men oder DiffereDzen congmenter Figuren sind oder gleiches Yerhält- 
nisB zu irgend einer dritten haben; nicht gleich an Inhalt, nicht 
flächengleich, heissen sie entgegengesetzten Falles. Eine Figur 
verwandeln heisst ihre Form ändern bei unverändertem Inhalt. 



b. Von den Dreiecken, Vierecken und dem Kreise 

insbesondere. 



43. Da, wie wir gesehen haben, jeder Winkel an der innern Seite 
iner geschlossenen dreimal gebrochenen Linie in der Ebene ooncav 
sein mnss, so muss es auch jeder Winkel in einem Dreieck sein, mithin 
entweder recht, spitz oder stnmpf. Ist einer der Winkel recht oder 
stumpf, so heisst das Dreieck resp. recht- oder stumpfwinklig (z.B. 
Fig. 48 und 49), es heisst dagegen spitzwinklig, wenn alle drei 
Winkel spitz sind (z. B. Fig. 50). Die (Fig. 48) dem rechten Winkel 
gegenüberliegende Seite BO heisst Hypotenuse, jede der beiden ihn 
einschliessenden AB und AC Kathete. Ein Dreieck mit lauter 
gleichen Winkeln heisst, wie wir oben gesehen, gleichwinklig (Fig. 51), 
und eins mit lauter gleichen Seiten gleichseitig (Fig. 51); sind 
(Fig. 52) nur zwei der Seiten AB und BC gleich, so heissen diese 

Fig. 48. Fig. 49. 





Fig. 50. 





Fig. 52. 
B 




Schenkel und das Dreieck gleichschenklig, seine dritte Seite AC 
aber wird Grundlinie (Basis) und die gegenüberliegende Ecke B 
insbesondere die Spitze des Dreiecks genannt, wie das Perpendikel 
BD von diesem auf die Grundlinie insbesondere die Höhe. Der Ne- 
benwinkel eines Winkels im Dreieck heisst Aussenwinkel des 
Dreiecks. 
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44. Ein Viereck (Fig. 53), in dessen Ecken sich ein Paral- 
lelenpaar mit einem andern schneidet, heisst ein Parallelogramm. 
Das gleichseitige Parallelogramm heisst, wenn es schiefwinklig (Fig. 54) 
ist, Rhombus, wenn es rechtwinklig (Fig. 55) ist, Quadrat; das 
gleichwinklige dagegen, wenn es ungleichseitig (Fig. 56) ist, heisst 

Fig. 53. Fig. 54. Fig. 55. Fig. 56. 




Rechteck (Oblongum), und wenn es gleichseitig ist, wie wir eben ge- 
sehen haben, Quadrat. Das ungleichseitige, ungleichwinklige Paral* 
lelogramm (Fig. 53) führt den Namen Rhomboid. 

45. Ein Viereck AB CD (Fig. 58), in dessen Ecken sich ein 
Anl;iparallelenpaar mit einem zu ihm gehörigen zweiten schneidet, 
heisst ein Doppelantiparallelogramm; ein einfaches Antiparal- 
lelogramm oder Antiparallelogramm schlechtweg heisst ein 
Viereck AB CD (Fig. 57), dessen eines Paar von Gegenseiten anti- 
parallel AD und BG, das andere AB und CD dagegen parallel ist. 
Ist das eine Paar von Gegenseiten parallel, das andere aber nicht und 
auch nicht antiparallel, so nennt man es (Fig. 59) Parallel trapez, 
Fig. 57. Fig. 68. Fig. 59. 

A 





auch bloss Trapez; und ist kein Paar der Gegenseiten parallel noch 
antiparallel, so heisst das Viereck ein Trapezoid. Der Schnittpunkt 
der beiden Diagonalen eines Parallelogramines heisst der Mittelpunkt 
des Parallelogrammes. 

46. Ein 2nseitiges Parallelogramm ist dasjenige 2 neck, 
in welchem die n + Ite, n + 2te, n + 3te, . . . Seite resp. der 
ersten, zweiten,« dritten eic. parallel ist. 

47. Jeder von zwei Radien am Mittelpunkt gebildete Winkel 
AOB (Fig. 60 a.f.S.) heisst Centriwinkel jund jeder Theil des Krei- 
ses zwischen ihnen ein Kreisausschnitt (Sector). Ist der von den 
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beiden Radien gebildete Centriwinkel ein gestreckter oder ein rechter, so 
ist der Aasschnitt resp. ein Halbkreis oder ein Quadrant. Ein Winkel 
wie ABBu dessen Scheitel in der Peripherie liegt und dessen Schenkel 



Fig. 60. 




Sehnen sind, heisst ein Peripheriewin- 
kel. £rsteht,wiemansagt, auf dem Bo- 
gen ^JBi zwischen den Schenkeln und ist 
dem andern einbeschrieben. Jeder der 
beiden Theile, in welche der Kreis durch 
eine Sehne getheilt wird, heisst Kreisab- 
schnitt (Segment). Die von zwei Ge- 
genbogen AB und A\By und Gegenseh- 
nen A B und ^1 Si begrenzten Segmente 
heissen Gegensegmente. Der zwei sich 
durchdringenden Kreisen gemeinschaftliche Theil heisst Lunula (Me- 
niskus) und diese ist (Fig. 60) entweder convex - convex (doppelt- 
convex), wie CEDF, oder convex-concav (concav - convex) , wie 
AGBiHj je nachdem die sie begrenzenden Bogen beide nach ent- 
gegengesetzter oder nach derselben Gegend hin convex sind. Der 
von zwei concentrischen Kreislinien OA und OK (Fig. 32) begrenzte 
Ring heisst ein Kreisring. Von einem dem Kreise ein- oder umzu- 
beschreibenden weck ABCt>EF oder AiBiCiDiEiFi (Fig. 45) sagt 
man auch, es sei resp. centrisch nach den Ecken oder den Seiten 



Einige Beispiele 

zu 

Uebungsaufgaben für Anfänger 
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planimetrisolieii Formenlehre. 



Es ist mit beigeschriebenem Namen zu zeichnen : 

1. eine Strecke von 2" Länge; 

2. eine einmal gebrochene Linie mit zwei gleichen Brnchstrecken ; 

3. eine zweimal gebrochene Linie mit gleichen Bruchstrecken von l" 
und mit einem concaven und einem convexen Winkel auf dersel- 
ben Seite; 

4. eine gebrochene Linie mit einem Doppelpunkt, eine mit einem drei- 
fachen und eine mit einem vierfachen Punkte ; 

5. eine fünfmal gebrochene Linie mit einem Schnabel und eine mit 
einer Inflexion; 

6. eine viermal gebrochene Linie mit Bruchstrecken von V2", l", 
IV2" und 2" zu rectificiren; 

7. eine geschlossene sechsmal gebrochene Linie mit sämmtlichen Dia- 
gonalen, wenn zwei Brechungswinkel convex sind ; 

8. eine Kreislinie nebst Kadius =V2"i Sehne = V4" ^^^^ Secante; 

9. eine Kreislinie mit Gegenbogen und Gegensehnen ; 

10. zwei geschlossene viermal gebrochene collineare Linien in colli- 
nearer Lage; 

11. zwei geschlossene viermal gebrochene ähnliche Linien in coUinearer 
und anticollinearer Lage, wenn 2 der Verhältnissexponent der Ab- 
stände der homologen Punkte vom Aehnlichkeitspunkte ist; 

12. zwei geschlossene viermal- gebrochene affine Linien; 

13. zwei rechte und zwei schiefe Nebenwinkel, auch zwei Scheitel- 
winkel; 

14. von einem Punkte ausserhalb einer Geraden auf diese ein Perpen- 
dikel zu fällen, und in einem Punkte in derselben ein Perpendikel 
zu errichten; 
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15. eine Strecke rechtwinklig anf eine Gerade, und den einen Schen- 
kel eines Winkels anf den andern rechtwinklig zn projiciren; 

16. den Durchmesser einer Kreislinie perspectivisch anf eine Gerade 
zn projiciren, wenn der Angenpnnkt ausserhalb der Kreislinie liegt; 

17. zu einem Winkel einen gleichseitig nnd einen ungleichseitig an- 
stossenden Winkel, desgleichen einen C!omplementswinkel ; 

18. durch einen Punkt ausserhalb einer Geraden eine Parallele zu letz- 
terer zn ziehen; 

19. zu dem einen Paar von Antiparallelen und der einen Antiparalle- 
len des zweiten Paares die zweite Antiparallele; 

20. das Tollständige Viereck mit 4 gegebenen Ecken ; 

21. ein Viereck mit einem einspringenden Winkel und einem Aussen- 
Winkel zu einem der ausspringenden; 

22. ein Siebeneck mit einem, zwei, drei, vier einspringenden Winkeln; 

23. die drei Höhenperpendikel eines Dreiecks; 

24. ein Perpendikel im Endpunkt eines Kreisradius errichtet; 

25. eine Centrale zweier excentrischer Kreise; 

26. zwei Kreise, deren Umfange einen Punkt der Centralen gemein 
und deren Mittelpunkte einmal auf derselben und das andere Mal 
auf verschiedenen Seiten jenes Punktes liegen ; 

27. zwei Kreise, deren Umfange einen Punkt ausserhalb der Centralen 
gemein haben; 

28. zwei Kreise, deren Centrale das eine Mal grösser ist als die Summe 
der beiden Radien und das andere Mal kleiner als die Differenz 
derselben ; 

29. ein Dreieck, welches einem andern einbeschrieben ist und mit ihm 
die eine Ecke gemein hat^ die beiden anderen aber einmal in einer 
und derselben und das andere Mal nicht in derselben Seite des 
zweiten Dreiecks liegen; 

30. ein Dreieck, welches einem andern einbeschrieben ist und keine 
Ecke gemein hat; 

31. ein Üreieck, welches einem Vierecke einbeschrieben ist und ein- 
mal eine Ecke gemein hat, das andere Mal nicht; 

32. ein Viereck, welches einem Dreiecke einbeschrieben ist; 

33. ein Viereck, welches einem andern einbeschrieben ist; 

34. ein Kreisdreieck, ein Kreisviereck und ein Kreisfünfeck; 

85. ein Ringpolygon von einer geschlossenen viermal gebrochenen 
Linie ausserhalb und einer geschlossenen fünfmal gebrochenen in- 
nerhalb begrenzt; 

36. ein rechtwinkliges Dreieck mit seiner Hypotenuse und seinen 
Katheten ; 
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87. ein stampf- und ein spitzwinkliges Dreieck; 

38. die Projection der Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks auf 
die eine Kathete; 

39. die Projection der einen Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks 
auf die andere; 

40. Die Projection der einen dem stumpfen Winkel, eines Dreiecks an- 
liegenden Seite auf die andere; 

41. ein gleichschenkliges Dreieck mit Grundlinie und Höhe; 

42. ein Parallelogramm, einen Rhombus, ein Quadrat, ein Oblongum, 
ein Rhomboid; 

43. ein Doppelantiparallelogramm und ein einfaches; 

44. ein Trapez und ein Trapezoid; 

45. ein sechsseitiges Parallelogramm ; 

46. einen Centn- und einen Peripherie winkel ; 

47. einen Peripherie winkel im Halbkreis ; 

48. einen Kreisausschnitt, einen Quadranten und einen Kreisabschnitt; 

49. eine Lunula, sowohl convex-convex als auch eine concay-convex ; 

50. einen Kreisring. 



Zweite Abtheilung. 
Die stereometrische Formenlehre. 



Erstes Capitel. 

Ein Büschelraum und eine Transversalebene desselben. 

1. Nach (I. Thl. Nro. 38) ist durch jede zwei Punkte im Räume 
eine Gerade und durch jede drei Punkte , welche nicht in einer Gera- 
den liegen*), eine Ebene yöUig bestimmt und in Folge dessen an jedem 
Punkte des Raumes ein räumlicher Strahlenbüschel und ein Büschel- 
raum, und an jedem Punkte jeder Ebene ein ebener Strahlenbüschel, 
wie endlich an jeder Geraden im Räume ein EbenenbüscheL Mithin 
sind durch vier Punkte des Raumes, welche nicht in einer Ebene und 
auch nicht zu je drei in einer Geraden liegen , zugleich vier räumliche 
Strahlenbüschel und ebenso viel Büschelräume mit bestimmt, desglei- 
chen sechs Centralstrahlen (I. Thl. Nro. 38) derselben, weiter aber vier 
Ebenen , von denen jede als eine Transversalebene desjenigen Strahlen- 
büschels oder Büschelraumes angesehen werden kann, dessen Mittel- 
punkt ausserhalb der Ebene liegt und in diesen vier Ebenen je drei 
ebene Strahlenbüschel mit sechs Centralstrahlen , und an letzteren end- 
lich sechs Ebenenbüschel nebst vier Axenebenen (I. Thl. Nro. 38). 



*) Oder nach (I. Thl. Nro. 38) auch durch eine Gerade und einen Punkt ausser- 
halb derselben, oder durch zwei sich schneidende Gerade, oder nach (U. Thl. I. Abthl. 
Nro. 29) durch zwei Parallelen. 
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a. Der räumliche Strahlenbüschel des Büschelraumes und 

die Transversalebene. 

2. Ist (Fig. 61) MN die durch die drei Punkte -4, J5, G bestimmte 
Transversalebene des durch den vierten Punkt ausserhalb derselben 

bestimmten räumlichen Strahlen- 
büschels, so sind OA, OJB und 
die Centralstrahlen des letzteren und 
der drei ebenen Strahlenbüschel A^ 
B, C, Ein solcher Centralstrahl, 
z. B. OA, wie überhaupt jede Ge- 
rade OA, welche eine Ebene MN 
im Punkte Ä trifft, heisst zur Ebene 
MN senkrecht oder schief, je 
nachdem sie auf allen Strahlen des 
ebenen Strahlenbüschels A senkrecht steht oder nicht. Und ist die Ge- 
rade senkrecht oder schief zur Ebene, so heisst auch letztere senkrecht oder 
schief zur ersteren. Der Punkt A aber, welchen eine Gerade, sie sei 
senkrecht oder schief, mit einer Ebene, welche sie tri£Pfc, gemein hat, 
ohne sie zu schneiden, heisst der Fu'sspunkt. Von einer zur Ebene 
Senkrechten sagt man, sie sei auf die Ebene gefällt oder auf ihr er- 
richtet, je nachdem ein Punkt ausserhalb oder in der Ebene gegeben 
ist, durch welchen sie gehen soll. Die von einem Punkte ausserhalb 
einer Ebene Jf ^ auf letztere geßlUte Senkrechte OA heisst auch der 
Abstand (die Entfernung) des Punktes von der Ebene MN. 

3. Von den ungleichen Winkeln, welche eine Schiefe, z. B. OB, 
mit den Strahlen des durch ihren Fusspunkt bestimmten ebenen Strah- 
lenbüschels bildet, heisst derjenige OBA der Neigungswinkel der 
Schiefen zur Ebene, welchen sie mit dem Strahle BA, dem sogenann- 
ten Hauptstrahle, bildet, welcher durch den Fusspunkt A des von 
einem Punkte der Schiefen auf die Ebene gefällten Perpendikels OA 
geht. Die übrigen Strahlen des ebenen Strahlenbüschels am Fusspunkt 
der Schiefen heissen Nebenstrahlen, 

4. Den Fusspunkt A der von einem Punkte ausserhalb einer 
Ebene MN nach letzterer unter irgend einem bestimmten Neigungs- 
winkel a gezogenen Geraden OA nennt man die Projection (den Ent- 
wurf) des Punktes auf die Ebene MN, welche letztere in dieser Be- 
ziehung die Projectionsebene heisst; die Gerade OA aber heisst 
Projectionslinie und der ^ a der Projectionswinkel. Je nach- 
dem^« ein rechter oder schiefer ist, heisst auch die Projection recht- 
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oder schiefwinklig. Bei rechtwinkliger Projection heisst die Pro- 
jectionslinie OA auch das Projectionsperpendikel. Die rechtwink- 
lige Projection ist die gewöhnlichste. Unter der Projection eines 
Systems von Punkten, z. B. einer Strecke, einer gebrochenen oder 
krummen Linie, eines Polygons, Kreises etc., versteht man das System 
der Projectionen der einzelnen Punkte (vergl. IL ThL 1. AbthLNro. 26). 
In vielen Fällen genügt zur Bestimmung der Projection eines Punkt- 
systemes schon die Projection einiger Punkte desselben , z. B. zur Pro- 
jection eines Polygons oder Polyeders die der Eckpunkte, deren Pro- 
jectionen in entsprechender Reihenfolge man verbindet; überhaupt aber 
genügt zur Projection einer Figur i sobald man nicht etwa die Projec 
tion einzelner Punkte innerhalb der Figur noch besonders bedarf, die 
Projection der Grenzen. 

Perspectivisch oder central projicirt wird ein Punktsystem auf 
eine Ebene, wenn diese zur Transversalebene eines räumlichen Strahlen- 
büschels gemach); und durch jeden Punkt des Systemes nach der Trans- 
versalebene ein Strahl gezogen wird; die Fusspunkte dieser Strahlen in 
der Transversalebene sind dann die perspectivischen Projectionen der 
Punkte des Systemes. Der Büschelmittelpunkt heisst der Augenpunkt 

Anmerkung. Ein Loth, d. h. ein an dem einen Ende befestig- 
ter und an dem andern Ende beschwerter Faden, welchen man an einem 
Punkte P der Erdoberfläche frei schweben lässt, nimmt, wenn es zur 
Ruhe gekommen ist, die Richtung nach dem Mittelpunkte des Erd- 
körpers und fallt in die Richtung des zum Punkt P gehörigen Radius 
OP der Erde. Jede an demselben Punkte P der Erdoberfläche nach 
dem Lothe gerichtete Gerade oderEbone nennt man daher loth- 
recht (auch scheitelrecht oder vertical, weil die vom Scheitel nach 
der Ferse eines aufrecht stehenden Menschen gerichtete Gerade loth- 
recht ist). 

Horizontal*) (wagerecht) am Punkte P der Erdoberfläche heisst 
jede Gerade oder Ebene, welche in irgend einem Punkte des Lothes 
senkrecht zu demselben ist. 

Die Projection eines Punktsystemes heisst nun horizontal oder 
vertical (Grundriss oder Aufriss), je nachdem die Projectionsebene 
horizontal oder vertical ist. 

Grundriss und Aufriss z. B. von Maschinen oder Gebäuden, hori- 
zontale Projectionen von kleineren Theilen der Erdoberfläche, z. B. von 
Landgütern, Wäldem, Städten etc. sind für Handwerker uqd Techniker 



*) Von den verschiedenen Horizonten, dem scheinbaren, wahren etc. wird unten 
bei der Engel die Rede sein. 
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unentbehrlich ; der perspectivischen Projectionen bedürfen die Zeichner 
und Maler. Statt auf Ebenen kann man auch auf andere Flächen pro- 
jiciren, z.B. auf dieKugelfläche, auf conische, cylindrische etc. 
Eine ausführliche Anleitung zur Anfertigung der Grund- und Aufrisse 
nennt man beschreibende Geometrie; die zur Anfertigung der per- 
spectivischen Projectionen nöthige Anweisung giebt die Lehre von 
der Perspective. 

5. Jeder Strahl OP des räumlichen Strahlenbüschels (Fig. 61) oder 
überhaupt jede Gerade heisst der Ebene MN parallel, wenn sie mit 
derselben keinen angebbaren Punkt gemein hat, wie weit man sie auch 
verlängert. 

6. Von zwei Geraden, welche wie der Strahl OP des räumlichen 
und der Strahl A C des einen ebenen Strahlenbüschels (Fig. 61) nicht 
in einer Ebene liegen, also, auch ohne parallel zu sein, sich nicht schnei- 
den, sagt man, sie kreuzen sich. Den "Winkel D A 0, welchen die in 
der durch OP und einen Punkt A der A C gelegten Ebene parallel zu 
OP gezogene Gerade ^ D mit A C bildet, nennt man den Kreuzungs- 
winkel. Je nachdem dieser Winkel ein rechter oder schiefer ist, kreu- 
zen sich OP und recht- oder schiefwinklig. Unter dem Abstand 
zweier sich kreuzender Geraden versteht man diejenige dritte Gerade, 
welche auf beiden ersteren senkrecht ist. 



b. Ein Ebenenbüschel im Büschelraum und die 

Transversalebene. 

7. Ist (Fig. 62) MN die durch die drei Punkte A, B, G bestimmte 
Transversalebene des durch den Punkt ausserhalb derselben bestimm- 
ten Büschelraumes, so schneidet die Transversalebene MN ^eden zum 
Büschelraume gehörigen Ebenenbüschel, z. B. den mit der Axe 0^ in einem 
ebenen Strahlenbüschel. Denn triflPt die Axe des Ebenenbüschels die Trans- 
versalebene in einem angebbaren Punkte A, so muss dieser als der einzige 
Punkt, welcher sämmtlichen Ebenen des Ebenenbüschels und der Transver- 
salebene gemeinschaftlich ist, auch allen Schnittlinien des Ebenenbüschels 
und der Transversalebene gemeinschaftlich sein, da die Ebenen des Ebe- 
nenbüschels eben nur diese Geraden mit der Transversalebene gemein 
haben ; diese Geraden bilden daher einen ebenen Strahlenbüschel A. Trifft 
nun die Axe des Ebenenbüschels die Transversalebene in keinem an- 
gebbaren Punkte, ist jene also dieser parallel, so treffen mithin die 
Schnittlinien der durch die Axe und irgend welche Punkte der Trans- 
versalebene gelegten Ebenen , sich auch in keinem angebbaren Punkte, 

Mttller, geometrische Formenlehre. 4 
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und die Strahlen des ebenen Strahlenbüschels sind daher unter sich und 
mit der Axe des Ebenenbüschels parallel. Ist die Axe des Ehenen- 



Fig. 62. 




büsohels schief zur Transversalebene , so heisst 
diejenige Ebene des Ebenenbüschels die Haupt- 
ebene, welche zum Hauptstrahl (Nro. 3) des 
ebenen Strahlenbüschels am Fusspunkt der Axe 
gehört; die zu den Nebenstrahlen gehörigen 
Ebenen heissen Nebenebenen. 

8. Ist nun die Axe OÄ eines Ebenen- 
bÜBchels senkrecht auf der Ebene Jf^ des ebenen 
Strahlenbüschels an ihrem Fusspunkte Ä, so 
kann jeder durch zwei Ebenen OB und OC 
des Ebenenbüschels bestimmte Theil des Raumes, 
wie der durch die den beiden Ebenen cor- 
respondirenden Strahlen Ä B und A C des ebenen Strahlenbüschels be- 
stimmte Theil BAC der Ebene MN als durch gleichzeitige Drehung 
der einen Ebene und des correspondirenden Strahles entstanden gedacht 
werden, also als Flächen winkelraum und als Winkelebene (I. Thl. Nro. 
48), oder, wie man gewöhnlich kurz sagt, als Flächenwinkel und als 
Linien winkel. Dieser Linien winkel BAC nun, dessen Schenkel BA und 
C^ in den Schenkelflächen JB und C des Flächen winkeis BOAG*) 
liegen und auf der Scheitellinie OA (L Tbl. Nr. 48) senkrecht ste- 
hen, heisst der dem Flächenwinkel correspondirende Linienwinkel. 
Mit Hülfe dieser correspondirenden Linienwinkel lassen sich nun alle 
weiteren Bestimmungen der Flächenwinkel auf solche der Linienwinkel 
zurückführen. So nennt man Flächenwinkel gleich oder ungleich, 
rechte, spitze, stumpfe, Neben- oder Scheitelwinkel 6tc., wenn 
die correspondirenden Linienwinkel solche Winkel sind. Den rechten 
Flächenwinkel bezeichne man mit einem deutschen 9t 

9. Eine Ebene heisst senkrecht oder schief auf einer andern , je 
nachdem die von beiden gebildeten Nebenwinkel gleich oder ungleich sind. 

10. Von den Ebenen des Ebenenbüschels, dessen Axe der Trans- 
versalebene parallel ist, heisst diejenige der Transversalebene parallel, 
welche mit ihr keine angebbare Gerade gemein hat. Der zwischen 
zwei parallelen Ebenen liegende Theil des Raumes heisst eine Schicht 
und das Perpendikel, von einem Punkte der einen Ebene auf die andere 



*) Wie man den Linienwinkel dadurch bezeichnet, dass man den Buchstaben am 
Scheitelpunkt zwischen die beiden Buchstaben an zwei Punkten in den beiden Schen- 
keln setzt, so hier den Flächenwinkel analog dadurch, dass man die beiden Buchsta- 
ben, welche die Scheitellinie bezeichnen, zwischen zwei Buchstaben an zwei Punkten 
in den beiden Schenkelflächen setzt. 
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gefällt, heisst der Abstand der parallelen Ebenen oder die Höhe der 
Schicht. 

11. Werden zwei parallele Ebenen von einer dritten Ebene ge- 
schnitten, wie z. B. die zur Transversalebene des Büschelraumes paral- 
lele Ebene desselben von einer der anderen Ebenen, so heissen diejeni- 
gen Flächen winkel Gegenwinkel, Wechsel winkel etc., deren correspon- 
dirende Linienwinkel Gegenwinkel, Wechselwinkel etc. sind. 



Fig. 63. 



Zweites Capitel. 

Ein Büsclielrauin und eine Linie in der Transversalebene. 

12. Durch (Fig. 63) jede<jerade^jB in der Transversalebene MN 
und den Mittelpunkt des Büschelraumes ist nach (I. Thl. Nro. 38) 
eine Ebene des letztern völlig bestimmt, und insbesondere ist auch noch 

durch eine Strecke in der Transversalebene und 
den Mittelpunkt des Büschelraumes ein Dreieck 
völlig bestimmt. Da nun nach (I. Thl. Nro. 38) 
eine Gerade ganz in eine Ebene fallen muss, so- 
bald sie mit dieser auch nur zwei Punkte gemein 
hat, so muss der Strahl Ä, wenn er um längs 
der Geraden ^J? als Conductrix gedreht wird, 
an jedem Orte seines Weges in der durch 
den Punkt und die Gerade AB bestimmten 
Ebene liegen, oder diese Ebene ist, wie man 

sagt, selbst der Weg und wird durch die Drehung der OÄ erzeugt, 
welche deshalb Erzeugungslinie (generatrix) der Ebene heisst. Dies 




Fig. 64. 




behält auch seine Gültigkeit, wenn der Mittel- 
punkt (Fig. 64) in unendliche Ferne gerückt 
wii'd, so dass er nicht mehr angebbar ist und 
die Generatrix sich rein fortschreitend und pa- 
rallel mit sich oder parallel zu irgend einem 
der anderen Strahlen XY des Büschebaumes 
längs der Conductrix fortbewegt. Der Strahl 
XTj welchem parallel sich in diesem Falle 
die Generatrix längs der Conductrix fortbewegt, 
heisst die Richtlinie (directrix). Das Dreieck, 
welches bei der drehenden Bewegung» der Gene- 
ratrix um einen angebbaren Mittelpunkt längs 

4* 
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einer Strecke entsteht, wird bei der rein fortschreitenden Bewegung 
der Generatrix parallel mit sich oder mit einer Directrix zum Streifen. 

13. Durch (Fig. 63) jede Bruchstrecke AB^ B Ct CD einer gebro- 
chenen Linie in der Transversal ebene M N und den angebbaren oder 
nicht angebbaren Mittelpunkt des Büschelraumes ist demnach resp. 
ein Dreieck oder ein Streifen völlig bestimmt. Wie nun das System 
der Strecken eine gebrochene Linie heisst, so heisst das System der zu 
letztem gehörigen Dreiecke oder Streifen eine gebrochene Fläche, 
die Dreiecke oder Streifen derselben aber heissen Bruch flächen oder 
auch, zumal, wenn die gebrochene Linie und Fläche geschlossen ist, 
Seitenflächen, und die Schnittlinien je zweier auf einander folgender 
Bruch- oder Seitenflächen heissen Kanten. Wie nun (I. Abthl. Nro. 
10) durch n Punkte in einer Ebene, von denen in der Regel*) nicht 
drei auf einander folgende in einer Geraden liegen. Vi (^ — 1) (** — 2) ... 2 
verschiedene geschlossene gebrochene Linien bestimmt sind, so sind also 
auch durch n solcher Punkte in der Transversalebene des Büschelrau- 
mes und den Mittelpunkt des letztern auch 7-2 (^ — 1) (^ — 2) ... 2 
verschiedene geschlossene gebrochene Flächen bestimmt. 

14. Je nachdem die Bruch- oder Seitenflächen einer gebrochenen, 
und namentlich einer geschlossenen Fläche sämmtlich Dreiecke mit ge- 
meinschaftlicher Spitze oder Streifen zwischen Parallelen mit gemein- 
schaftlicher Directrix sind, heisst die gebrochene Fläche resp. eine py- 
ramidale (Fig. 63), oder eine prismatische (Fig. 64). Die pyramidale 
oder die prismatische Fläche ist demnach also auch eine solche, welche 
entsteht, wenn sich eine Gerade als Generatrix längs einer gebrochenen 
Linie als Conductrix fortbewegt und dabei zugleich entweder durch 
einen und denselben Punkt geht, oder einer und derselben Geraden als 
Directrix oder sich selbst parallel bleibt. Der Punkt, um welchen sich 
die Generatrix bei Erzeugung der pyramidalen Fläche dreht, heisst die 
Spitze oder der Scheitel der letztern und theilt die pyramidale 
Fläche in zwei Theile, die nach entgegengesetzten Kaumgegenden hin 
liegen. Alle in der planimetrischen Formenlehre in Nro. 6 bis 11 auf- 
geführten Eigenschaften der gebrochenen Linien übertragen sich dem- 
nach auf die gebrochenen Flächen und das dort Gesagte lässt sich hier 
fast wörtlich wiederholen. Namentlich ist also die gebrochene Fläche 
1 , 2 , 3 . . . w mal gebrochen , sie ist nach 2 Paaren entgegengesetzter 
Rauragegenden geschlossen oder nicht, concav oder convex, sie ist eine 
mit oder ohne Schleife, mit oder ohne Schnabel und Inflexion, wenn 



*) Ausnahmen sind die Fälle, in denen die gebrochene Linie und Flächf einen 
Schnabel oder eine Inflexion bildet. 
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die gebiochene Linie der Conductrix die resp. Beschafifenheit hat. Zu 
jedem w fachen Punkte, jedem Rückkehr- und jedem Inflexionspunkte 
gehört eine w fache Linie, eine Rückkehr- und eine Inflexions- 
linie. Auch muss jede nach 2 Paaren entgegengesetzter Raumge- 
genden geschloßsene , gebrochene Fläche wenigstens drei Bruchflächen 
und drei concave Flächenwinkel haben, wie die geschlossene, gebrochene 
Linie wenigstens drei Bruchstrecken und drei concave Winkel. Pyra- 
midale und prismatische Flächen mit congruenten Seiteuflächen und 
gleichen Flächenwinkeln heissen regelmässig. Die (Fig. 63 und 64) 
durch eine Diagonale A C der gebrochenen Linie der Conductrix und 
den Mittelpunkt des Büschelraumes , oder mit anderen Worten , die 
durch zwei nicht auf einander folgende Kanten der gebrochenen Fläche 
bestimmte Ebene heisst eine Diagonalebene. Jede andere Ebene 
aber, welche die Bruchflächen oder deren Erweiterungen schneidetj 
heisst eine Transversalebene. 

15. Denkt man sich bei einer gebrochenen Fläche von n Bruch- 
flächen die der ersten und zweiten Bruchfläche gemeinschaftliche Kante 
als Axe und um diese die erste Bruchfläche so lange gedreht, bis sie 
in die Erweiterung der zweiten fällt, alsdann die so in eine Ebene ge- 
brachten beiden ersten Bruchflächen wieder um die der zweiten und 
dritten Bruchfläche gemeinschaftliche Kante gedreht, bis die Summe 
der ersten und zweiten Bruchfläche in die Erweiterung der dritten fällt, 
dann erhält man, so fortfahrend, endlich eine Ebene , welche gleich der 
Summe der n Bruchflächen der gebrochenen Fläche , also gleich dieser 
selbst ist. Die Ermittelung einer Ebene, welche gleich einer gebroche- 
nen Fläche ist, nennt man die Pianation *) der letztern. Je nachdem 
die durch Pianation entstandene Ebene endlich oder unendlich ist, heisst 
auch die gebrochene Fläche endlich oder unendlicli. 

16. Jeder der Theile, in welche der Raum durch eine ge- 
schlossene pyramidale Fläche von n Bruchflächen getheilt wird , heisst 
entweder «kantiger (nseitiger) Körperwinkel, weil jeder dieser 
Raumtheile (I. Thl. Nro. 48) durch die Drehung einer Halbebene und 
eines Strahles des Büschelraumes erzeugt und das Verhältniss desselben 
zum ganzen Räume betrachtet werden kann, oder er heisst eine n kan- 
tige (nseitige) Ecke**), kürzer auch bloss wkant (nseit), sobald 



*) Ich unterscheide Planiren von Complaniren , welchos letztere nur die Ermitte- 
lung irgend einer Ebene überhaupt bedeutet, welche der complanirtcn Fläche, z. B. der 
Kugelfläche gleich ist. Die Kugelfläche lässt sich wohl complaniren , aber nicht 
planiren. 

**) Nicht ganz richtig ist es, für «kantige Ecke zu sagen körperliches neck, da 
es doch nur eine Ecke ist , aber fast allgemein sagt man n eck , welche Bezeichnung 
neben n flach ich lieber für das Polyeder gebrauchen möchte. 
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man das Verhalten seiner Seitenflächen und der von ihnen gebildeten 
Flächenwinkel zu einander und unter sich betrachtet. Der Mittelpunkt 
des Büschelraumes heisst der Scheitel des Eörperwinkels oder die 
Spitze der körperlichen Ecke. Den Körper winkel, wie die körperliche 
Ecke bezeichnet man dadurch, dass man dem Buchstaben am Scheitel 
die Buchstaben folgen lässt, welche einen Punkt an einer jeden Kante 
bezeichnen. Je nachdem die pyramidale Fläche regelmässig ist oder 
nicht, heisst auch der Körperwinkel und die körperliche Ecke regel- 
mässig oder nicht. 

17. Sind die beiden Körperwinkel, welche durch eine geschlossene, 
pyramidale Fläche gebildet werden, gleich, so heisst jeder ein ge- 
streckter; sind sie ungleich, so heisst der kleinere concav, der 
grössere dagegen convex, oder als körperliche Ecke betrachtet, die 
kleinere aus- und die grössere einspringend; der grössere der bei- 
den Raumtheile heisst auch Aussen winkel oder Aussenecke. 

Verlängert man sämmtliche Kanten eines nseitigen, n kantigen 
Körperwinkels oder einer körperlichen Ecke über den Scheitel, zugleich 
auch sämmtliche Seitenflächen über den Scheitel erweiternd, so heisst 
der von sämmtlichen Erweiterungen gebildete Körperwinkel der Schei- 
telwinkel des erstem; desgleichen das neue neck das Scheitel - n eck 
des erstem. Ist die körperliche Ecke dreiseitig (dreikantig), so heisst 
die von zwei solchen Erweiterungen mit der dritten Seitenfläche der 
ursprünglichen dreiseitigen Ecke gebildete dreiseitige Ecke die Ne- 
benecke der ursprünglichen, dagegen die von einer Erweiterung und 
zwei Seitenflächen der ursprünglichen dreiseitigen Ecke gebildete Ecke 
die Beiecke. Der durch die Erweiterung der einen Seite einer körper- 
lichen Ecke und eine anstossende Seite gebildete Flächenwinkel heisst 
Aussenflächenwinkel der Ecke. 

18. Eine körperliche Ecke, deren Kanten und Seiten resp. auf 
den Seiten und Kanten einer andern Ecke vom gleicher Kanten- und 
Seitenzahl senkrecht stehen, heisst die Ergänzungsecke (Supplemen- 
tarecke, reciproke Ecke, Polarecke) der andern. 

19. Durch die drei Seiten eines dreiseitigen Körperwinkels oder 
einer dreiseitigen Ecke und deren Erweiterungen über den Scheitel hin- 
aus werden um den letztern herum acht solcher Winkel oder Ecken 
gebildet oder bestimmt. Sind alle acht einander gleich (congruent), so 
heisst jeder Winkel ein rechter; sind sie ungleich, so heisst die klei- 
nere von zwei Neben ecken ein spitzer, die grössere ein stumpfer 
dreiseitiger Körperwinkel. Den rechten Körperwinkel bezeichne 
man mit einem griechischen P. 

20. Eine dreiseitige Ecke, deren eine Seitenfläche ein rechter Li- 
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nienwinkel ist, heisst rechtseitig, und eine solche, deren einer Kanten- 
winkel ein rechter Flächenwinkel ist, rechtwinklig*). Die dem rech- 
ten Kanten Winkel gegenüberliegende Seite heisst die Hypotenuse und 
die beiden einschliessenden Seiten heissen Katheten. 

21. Sind in einer dreiseitigen Ecke die drei Seiten oder die drei 
Kanten winke! gleich, so heisst sie resp. gleichseitig oder gleich- 
winklig; sind nur zwei Seiten oder Winkel gleich, so heisst sie gleich- 
schenklig, die beiden gleichen Seiten heissen Schenkel, die dritte 
ungleiche aber wird Basis genannt. 

22. Von den Theilen, in welche der Raum durch eine ge- 
schlossene prismatische Fläche getheilt wird, heisst der innere ein pris- 
matischer Raum und zwar ein n kantiger oder nseitiger, wenn die 
prismatische Fläche eine w kantige oder wseitige ist; desgleichen regel- 
mässig oder nicht , wenn es die Fläche ist oder nicht. Kurz es über- 
tragen sich wieder alle Eigenschaften, welche nach (14) von der gebro- 
chenen Linie der Conductrix auf die prismatische Fläche übergehen, von 
letzterer auch wieder auf die prismatischen Räume. Die einfach ge- 
brochene Linie, deren Ebene auf den Kanten der prismatischen Fläche 
oder des prismatischen Raumes senkrecht steht, heisst die gebrochene 
Linie der correspondirei den Winkel oder kürzer die correspondi- 
rende Linie der prismatischen Fläche. Lässt die correspondirende Linie 
sich einer Kreislinie einbeschreiben, so heisst die durch den Mittelpunkt 
der letztern zu den Kanten parallel gezogene Gerade die Axe des 
prismatischen Raumes. 

23. Werden (I. Abthl. Nro. 12) die Brechungspunkte der gebro- 
chenen Linie, welche (13) bei Erzeugung der gebrochenen Fläche als 
Conductrix diente, continuirlich und in Folge dessen die ßruchstrecken 
unendlich klein, wird mithin die Conductrix zur Curve: so wird die ge- 
brochene Fläche zur krummen, da die Brechungslinien oder Kanten 
continuirlich und die Bruch- oder Seitenflächen unendlich klein werden 
und weil dann nur ausnahmsweise , wenn die Conductrix und in Folge 
dessen auch die erzeugte Fläche eiuen Schnabel oder eine Inflexion bil- 
det, drei auf einander folgende Brechungslinien oder Kanten in einer 
Ebene liegen. Insbesondere aber wird die pyramidale Fläche zur co- 
nischen (Fig. 65 a. f. S.) und die prismatische zur cylindrischen 
(Fig. 66). Da in der Elementargeometrie von allen Curven nur die 
Kreislinie in Betracht gezogen wird, so werden von den conischen und 
cylindrischen Flächen und Räumen auch nur diejenigen betrachtet, deren 

*) Je nachdem in der dreiseitigen Ecke eine, zwei oder drei Seiten rechte Win- 
kel sind , kann man sie einfach , zweifach , dreifach rechtseitig nennen ; ebenso kann 
man von einer ein-, zwei-, dreifach rechtwinkligen dreiseitigen Ecke sprechen. 
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Conductrix eine Kreislinie ist und die man daher circular-conisch 
und circular -cylin drisch nennen kann. Letztere werden im Fol- 



Fig. 65. 




Fig. 66. 




genden immer gemeint sein, wenn 
der Kürze willen nur von conischen 
und cylindrischen Flächen schlecht- 
hin die Rede ist. Die Brecbungs- 
linien oder Kanten als unendlich 
kleine Bruchflächen oder Seiten- 
flächen ansehend, nennt man diesel- 
ben auch wohl Seiten der krummen 
Fläche. Die unendlich klein gewor- 
dene Bruch- oder Seitenfläche nebst 
ihrer Erweiterung aber nennt man 
eine Tangentialebene (berührende Ebene) der krummen Fläche. Die 
Tangentialebene geht demnach durch die Tangente, also durch zwei 
continuirliche Punkte der Conductrix und zugleich durch die Seiten 
(Kanten) dieser beiden Punkte*). Und wie die Diagonalen der gebro- 
chenen Linie bei den krummen zu Sehnen wurden , so werden die Dia- 
gonalebenen der gebrochenen Flächen zu Sehnen ebenen der 
gekrümmten und erweitert zu Secanten^enen**). Tangential- oder 
Secantenebene einer konischen oder cylindrischen Fläche oder einer 
gekrümmten Fläche überhaupt heisst demnach eine Ebene, je nachdem 
die konische oder cylindrische Fläche mit ihr resp. zwei continuirliche 
oder zwei nicht continuirliche Seitenlinien gemein hat und auf einerlei 
Seite derselben liegt oder nicht. Eine Gerade heisst eine Tangente 
der konischen oder cylindrischen Fläche, wenn sie mit derselben zwei 
continuirliche Punkte gemein hat und ganz auf der einen Seite der- 
selben liegt, sonst heisst sie Secante. Von jeden zwei Flächen, die 
eine Linie gemein haben, sonst aber wenn auch nur mit den dieser 
Linie nächst vorhergehenden und nächst folgenden auf beiden Seiten 
derselben liegen, wird gesagt, sie schnitten sich. 

24. Alle Eigenschaften, die von den gebrochenen Linien auf die 
krummen übergehen, gehen meist selbst ohne Aenderung der Benen- 



*) Gewöhnlich wird die Tangentialebene einer conischen oder cylindrischen Fläche 
so definirt, dass sie eine Ebene sei, welche mit der conischen oder cylindrischen Fläche 
nur eine Gerade gemein habe. Kann aber durch jede zwei sich schneidende oder pa- 
rallele Gerade stets eine Ebene gelegt werden, so also auch durch zwei continuirliche. 
Es lässt sich also in Bezug auf die Tangentialebene hier Alles wiederholen, was (I Abthl. 
Nro. 12. Anmerkung) über die Tangente einer Curve gesagt ist. 

**) Der Schnitt einer Ebene mit der konischen Fläche kann sein : ein Punkt, eine 
Gerade, eine Kreislinie, eine Ellipse, eine Parabel oder Hyperbel. Dies sind die soge- 
nannten Kegelschnitte, von denen die drei letzteren, nicht mehr in die Elementar- 
geometrie gerechnet werden. 
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nung auch von den gebrochenen Flächen auf solche krummen über, welche 
wie die konischen und cylindrischen Flächen durch Bewegung einer ge- 
raden Generatrix längs einer Curve als Leitlinie entstehen, also zu den 
sogenannten Regel flächen*) gehören. Das Verfahren, welches bei 
den gebrochenen Flächen (15) Planiren genannt wird, heisst bei den 
konischen und cylindrischen Flächen das Aufwickeln und diese Flä- 
chen heissen deshalb selbst aufwickelbar (developpables) zum Unter- 
schied von anderen , die sich nicht aufwickeln lassen **). 

25. Die Zahl der krummen Flächen beläuft sich wie die der ge- 
brochenen ins unendliche. Von allen diesen kommt aber ausser der 
conischen und cylindrischen Fläche in der Elementargeometrie nur noch 
die Kugelfiäche nebst ihren Theilen in Betracht, weil diese Flächen 
die einzigen sind, die durch rein fortschreitende oder drehende Bewe- 
gung der Kreislinie, als der einzigen elementaren Curve zu erzeugen 
sind. Die Kugelfläche***) (sphärische Fläche), Fig. 67, ist diejenige 

Fläche, welche durch die totale Drehung 
einer Halbkreislinie NS um den Durch- 
messer NS ihrer Endpunkte N und iS, als 
Axe, erzeugt wird. Der durch partiale 
Drehung entstehende Theil NGSHN der 
Kugelfläche heisst Kugelzweieck, oder, 
da dieser Theil der sphärischen Fläche 
nach (1. Thl. Nro. 48) eine Winkelfläche 
ist, ein sphärischer Winkel. Der Theil 
der Kugelfläche dagegen, welchen ein der 
Drehungsaxe anstossender oder nicht an- 
stossender Kreisbogen ND oder DE 
bei der totalen Drehung erzeugt, heisst resp. Calotte (Käppchen) oder 
Zonen fläche (Zonenmantel). Die Kreislinie NS, deren Hälfte, gedreht, 
die Kugelfläche erzeugt, heisst Hauptkreislinie (Normalkreislinie)* 
Der Mittelpunkt, Radius, Durchmesser der Hauptkreislinie ist auch der 
Mittelpunkt, Radius, Durchmesser der Kugelfläche. Die Endpunkte 
Ä und E oder F und G etc; jedes Durchmessers heissen Gegenpunkte, 




*) Zu den Regelflächen, d. h. zu den durch Bewegung einer Geraden als Gene- 
ratrix entstandenen Flächen gehören auch die sogenannten windschiefen Ebenen. Bei 
diesen geht die Generatrix nicht immer durch denselben angebbaren oder nicht angeb- 
baren Punkt, während der Bewegung längs der Leitlinie, sondern sie geht durch je 
einen Punkt zweier sich kreuzender Geraden als Leitlinien; nimmt man Curven zu Leit- 
linien, so erhält man neue windschiefe Flächen. 

**) Z. B. die windschiefen Flächen, die Kugelfläche etc. 

***) Die Kugelfläche gehört zu den Revolutions flächen, d.h. zu den Flächen, 
welche duxch Drehung einer geraden oder krummen Linie, einfacher oder doppelter 
Krümmung, um eine Axe entstehen. 
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die der Axe N und S insbesondere Pole. Jede durch zwei continoir- 
liche Punkte der Eugelfläche gelegte Gerade ^X heisst eine Tangente 
und jede durch drei zu je zwei continuirliche Punkte derselben gelegte 
Ebene eine Tangentialebene*). Jede Gerade, welche zwei nicht 
continuirliche Punkte der Kugelfläche verbindet, heisst eine Sehne und 
über die Oberfläche hinaus verlängert Secante. Zwei Kugelfläcfaen 
heissen concentrisch oder excentriscb, je nachdem sie dasselbe 
Centrum haben oder nicht; und sie berühren sich innerlich oder 
äusserlich, wenn sie eine gemeinschaftliche Tangentialebene haben 
und resp. auf einerlei oder entgegengesetzten Seiten der Tangential- 
ebene liegen. 

Anmerkung. Alle anderen nach einem bestimmten Gesetz 
gebildeten krummen Flächen sind der höheren Geometrie zugewiesen. 
Lässt sich das Gesetz für die krumme Fläche durch die von der mathe- 
matischen Analysis gebotenen Operationen darstellen, so heisst sie 
analytisch, sonst nicht analytisch. Die analytischen Flächen sind 
wieder wie die Curven (I. Abthl. Nro. 14) algebraisch oder trans- 
cendent. 



Drittes Capitel. 

Von der Verwandtscliaft (Oorrelation) der gebrochenen 
und krummen Fläclien und der räumliclien Systeme 
überhaupt; oder von der CoUinearität und deren Arten, 
der Aehnlichkeit, Congruenz, symmetrischen Aehnüch- 
keit, symmetrischen Gleichheit, von der Affinität, 
Affingleichheit und von der Reeiprooität. 

26. Da der Büschelraum nach (I. Thl. Nro. 38) die Gesammtheit 
aller durch einen Punkt im Räume möglichen Ebenen nebst den in die- 

*) Die Tangentialebene an einem Punkte der Erdkugelfläche ist zugleich eine der 
horizontalen Ebenen desselben, sie heisst deshalb auch Horizont und zwar zum Un- 
terschied von anderen Horizonten der scheinbare; die durch den Mittelpunkt der Erde 
gehende horizontale Ebene heisst die mathematische (astronomische). Die durch 
irgend einen Punkt der Erde um deren Mittelpunkt gelegte Kugel fläche heisst der 
wahre Horizont des Punktes und die Differenz der Radien oder der Abstand der 
wahren Horizonte zweier Punkte auf die Erdoberfläche heisst die Höhe des einen 
Punktes über dem andern. Den an einem Punkte der Erdoberfläche sichtbaren Theil 
derselben nennt man den natürlichenHorizont. .Jedes Instrument mit Hülfe, dessen 
man den scheinbaren und wirklichen Horizont eines Punktes der Erdoberfläche bestim« 
men kann, heisst ein Niveau (Ubella, Wasserwage), wovon der Namen Ni^vellirea 
(Wasser wägen) für das Höhenbestimmen mittelst solcher Instrumente. 
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sen Ebenen am Ponkte möglichen ebenen Strahlenbüscheln umfasst: 
so enthält der Büschelraum auch den räumlichen Strahlenbüschel nebst 
dem an jedem Strahle des letztern möglichen Ebenenbüschel. Zu je- 
dem Punkte a einer jeden Transversalebene des Büschelraumes gehört 
daher ein Strahl a des räumlichen Strahlenbüschels und umgekehrt. 
Punkt a und Strahl a sind entsprechende Elemente. 

Und liegen die Punkte a, 6, c . . . der Transversalebene in einer 
Greraden, bilden sie eine gerade Punktreihe, so liegen die zugehörigen 
Strahlen a, &, c . . . in einer Ebene und bilden einen ebenen Strahlen- 
büschel und umgekehrt. Gerade und Ebene, gerade Punktreihe und 
ebener Strahlenbüschel sind also entsprechende Elemente. Zu jedem 
ebenen Strahlenbüschel der Transversalebene mit den Strahlen a, &, o . . . 
gehört (nach Nro. 7) ein Ebenenbüschel im Büschelraum mit den Ebe- 
nen a, /3, y . . . und zwar ist der Mittelpunkt des ebenen Strahlen* 
büschels der entsprechende Punkt zu der Axe des JCbenenbüschels und 
umgekehrt. Ebener Strahlenbüschel und Ebenenbüschel sind also ent- 
sprechende Elemente. Zu jedem neck oder nseit in der Transversal- 
ebene gehört demnach ein n kantiger oder nseitiger Körperwinkel und 
umgekehrt, n eck und. n kantiger Eörperwinkel, desgleichen n seit und 
nseitiger Eörperwinkel sind also entsprechende Elemente. 

27. Heissen (I. Abthl. 15) zwei gebrochene Linien, die in einem 
ebenen Strahlenbüschel' liegen, collinear in coUinearer Lage, wenn die 
Schnittpunkte von je zwei entsprechenden Bruchstrecken in der Colli- 
neationsaxe und je zwei entsprechende Brechungspunkte in demselben 
Strahle liegen: so heissen zwei gebrochene Linien, die in zwei verschie- 
denen Transversalebenen eines Büschelraumes liegen, collinear in coUi- 
nearer Lage, wenn die Schnittpunkte von je zwei entsprechenden Bruch- 
strecken in der Schnittlinie der Transversalebenen, als in der gemein- 
schaftlichen CoUineationsaxe und je zwei entsprechen de Brechungspunkte 
in demselben Strahle dea. Büschelraumes liegen. Und wie im ebenen 
Strahlenbüschel zwei Curven collinear in coUinearer Lage heissen, wenn 
die bei ihnen an Stelle der Bruchstrecken tretenden Tangenten 
paarweise coUineare Gerade sind, so heissen auch zwei Curven in ver- 
schiedenen Ebenen collinear in coUinearer Lage, wenn die entsprechen- 
den Tangenten derselben coUineare Gerade sind. Da nun (I. Abthl. 
Nro. 40) zwei ebene Figuren in einer Ebene collinear heissen, wenn 
deren Grenzlinien es sind, so ist dies bei denselben auch der Fall, wenn 
sie in verschiedenen Ebenen im Büschelraume liegen. 

28. Zwei gebrochene Flächen heissen demnach collinear in coUi- 
nearer Lage, wenn je zwei entsprechende Bruchflächen es sind, und 
wieder weiter zwei gekrümmte Flächen, wenn je zwei entsprechende 
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Tangentialebenen es sind; desgleichen endlich die gemischten Flächen 
collinear^ wenn deren einzelne Flächen paare es sind. 

29. Zu den in I Abthl. Nro. 16 angegebenen Eigenschaften zweier 
coUinearer ebener Systeme in coUinearer Lage, welche sich alle auf 
die räumlichen übertragen, kommen bei diesen letzteren noch folgende: 

1) jeder Ebene des einen Systems entspricht eine Ebene des an- 
dern und die Schnittlinien von zwei entsprechenden Ebenen liegen 
sämmtlich in einer Ebene, der Collineationsebene; 

2) schneiden sich zwei Ebenen oder Flächen des einen Systems in 
einer Geraden oder Linie, so schneiden sich die entsprechenden 
Ebenen des andern Systems in der entsprechenden Geraden oder 
Linie; 

3) liegen zwei Geraden des einen Systems in einer Ebene oder nicht, 
so liegen auch die entsprechenden Geraden des andern in einer 
Ebene oder nicht; 

4) jedem ebenen Strahlenbüschel und Ebenenbüschel des einen Sy- 
stemes entspricht resp. ein ebener Strahlenbüschel oder Ebenen- 
büschel in dem andern und die Mittelpunkte oder Axen beider 
Büschel sind entsprechende Punkte und Geraden; 

5) die zu entsprechenden Punkten und Geraden als Mittelpunkten 
und Axen in beiden Systemen gehörigen ebenen Strahlenbüschel 
und Ebenenbüschel sind entsprechend; 

6) gehen drei oder mehr Ebenen des einen Systems durch einen Punkt; 
öder liegen drei oder mehr Punkte des einen Systemes in einer 
Ebene, so gehen die entsprechenden Ebenen des andern Systemes 
durch den entsprechenden Punkt, oder die entsprechenden Punkte 
liegen in der entsprechenden Ebene. 

30. Ausser den in der I. Abtheilung Nro. 17 schon bezeichneten 
Eigenschaften behalten zwei collineare räumliche Systeme die eben in 
2 bis 6 angeführten Eigenschaften auch dann bei, wenn sie in eine 
andere, schief genannte Lage gebracht werden, und zwei räumliche 
Systeme in schiefer Lage sind eben nur dann coUinear zu nennen, wenn 
sie zu einem räumlichen Strahlenbüschel so in collineare Lage gebracht 
werden können, dass sie alsdann collinear sind. 

31. Zwei räumliche Systeme heissen dagegen anticollinear, wenn 
jede zwei entsprechend© Punkte beider Systeme auf je zwei Gegenstrahlen 
des räumlichen Strahlenbüschels, sonst aber wie die entsprechenden 
Punkte coUinearer Systeme liegen. Die Lage der Elemente in zwei 
-anticoUinearen Systemen ist mithin nach den drei Paaren von Raum- 
gegenden entgegengesetzt. 

Wie bei den coUinearen und anticoUinearen ebenen Systemen, so 
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auch jetzt bei den coUinearen und anticollinearen räumlichen Systemen 
heisst der CoUineationspunkt resp. ein äusserer oder ein innerer. 

32. Zwei coUineare oder anticollineare räumliche Systeme heissen 
resp. ähnlich oder symmetrisch-ähnlich, wenn bei coUinearer Lage 
ihre entsprechenden Punkte proportionale Abstände vom äussern oder 
inneren CoUineationspunkte haben, welcher in diesem Falle dann auch 
äusserer oder innerer Aehnlichkeitspunkt heisst; und sie werden resp. 
congruent oder symmetrisch -gleich (symmetrisch schlechtweg, 
vgl. I. Thl. Nro. 44) genannt, wenn der Verhältnissexponent 1 ist. 

Zwei symmetrisch-gleiche Systeme sind nach (I. Thl. Nro. 45) in 
dem Falle, dass sie wenigstens eine Ebene der Symmetrie haben, con- 
gruent und lassen sich zur Deckung bringen. 

Auch in schiefer Lage sind zwei räumliche Systeme ähnlich, con- 
gruent oder symmetrisch -ähnlich, symmetrisch -gleich, wenn sie resp. 
in coUineare oder anticollineare Lage zu irgend einem räumlichen Strah- 
lenbüschel gebracht, ähnlich^ congruent, oder symmetrisch -ähnlich, sym- 
metrisch-gleich sind. 

33. Affin in collinearer Lage nennt man (Fig. 68) zwei coUineare 
ebene Figuren Ai Bi Ci Di und Ä2 B^ C^ D2 , oder zwei coUineare 

ebene Systeme überhaupt, so- 



Fig. 68. 




bald der Mittelpunkt des räum- 
lichen Strahlenbüschels , in 
welchem sie liegen, nicht an- 
gebbar ist, die Strahlen des 
letztern also parallel sind. 
Ausser den allgemeinen Ei- 
genschaften der coUinearen 
Figuren überhaupt, welche 
früher schon angeführt worden 
sind, haben die affinen in Folge 
des Parallelismus der Strahlen 
noch die besondere Eigenschaft, 
dass je zwei von entsprechen- 
den Strecken begrenzte Theile 
der Figuren oder Systeme in 



demselben Verhältnisse stehen, dass also 
Ai B, Cj A 



Ai Bj Ol : Äi Ci A : ^1 Si ^i • -Bi Gl Dl : Ai Oj A 

^1 OiA : A Ol Ci : ...= 

A2B2G2 : il2 Ca D2 • A2 B2 D2 : A G-j A • A2 O2 A 

A2 C/2 D2 l B2 O2 C/2 • 

Und ist die Ebene E2 von A2 A Oi A c^uf den Strahlen des 6ü- 



Aq Bq Co D> 
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ßchels senkrecht, ist al^o Ä2B2C2D2 oder P2 die rechtwinklige Projec- 

tion (4) von Äi B\ C\ Di oder Pi und ist cc der von beiden Ebenen Ei 

und E2 gebildete Flächenwinkel oder der ihm correspondirende Linien. 

Winkel, so ist Pj : P2 = MAi : MA2 = MBi : MB2 = NBi : NB^ 

= NCi : NC2 = 1 : COSa, 

Ist dann Az Bz Gz Bz oder P3 eine dritte zu P2 affine Figur, deren 

Ebene mit Ez mit E2 den 2^. ß bildet, sei es an derselben CoUineations- 

axe MN oder an einer beliebigen anderen X F, so ist auch Pz ' P2 

= l : cos ß und P3 : Pi = cosa ; cos ß. 

Affin -gl eich heissen dann zwei affine Figuren oder Systeme Pi 
und Ps, wenn die "Winkel a und /3, welche ihre Ebenen Ei und Ez mit 
der Projectionsebene E2 bilden, gleich sind. Dann sind also auch nicht 
bloss die beiden Figuren Pi und Pg, sondern auch je zwei von entspre- 
chenden Strecken begrenzten Theile derselben gleich. 

Liegen die affinen oder affin -gleichen Systeme auf entgegenge- 
setzten Seiten der Projectionsebene JB^, so sind sie an ti äff in oder 
antiaffingleich. 

Affin -gleiche oder antiaffin -gleiche Systeme an derselben Colline- 
ationsaxe sind resp. congruent oder symmetrisch. 

In schiefer Lage affin oder affin -gleich sind- diejenigen Systeme, 
die zu einem räumlichen Strahlenbüschel mit nicht angebbarem Mittel- 
punkte so in coUineare Lage gebracht werden können, dass sie dann 
affin oder affin-gleich sind. 

34. Affin heissen zwei gebrochene oder krumme Flächen, wie zwei 
räumliche Systeme überhaupt, wenn je eine Bruchfläche oder Tangen- 
tialebene oder Ebene überhaupt je einer Bruchfläche oder Tangential- 
ebene oder überhaupt entsprechenden Ebene der andern affin ist und 
wenn sämmtliche Bruchflächen und Tangentialebenen der einen mit der 
zu den Strahlen des räumlichen Strahlenbüschels einerlei Winkel «, die 
der andern Fläche aber einerlei Winkel ß bilden. Sind diese Winkel 
a und ß bei beiden Flächen ebenfalls einander gleich, so heissen die 
Flächen affin-gleich oder antiaffin-gleich, jenachdem die Systeme auf der- 
selben oder auf entgegengesetzten Seiten der Projectionsebene JSj liegen. 

35. Reciprok heissen zwei räumliche Systeme, wenn jedem 
Punkte des einen Systemes eine Gerade in dem andern entspricht und 
zwar dergestalt, dass, wenn die Punkte des einen Systems in einer 
Geraden A liegen, die Geraden des andern als Strahlen durch einen 
Punkt P gehen, welcher der Geraden A im ersten System wieder ent- 
spricht, und umgekehrt. Jeder Punkt und jede Gerade, welche sich der- 
gestalt entsprechen, nennt man resp. Pol und Polare, wie bei den 
reciproken ebenen Systemen (vgl. I. Abthl. Nro. 21); die Ebene, welche 



Von den elementaren körperlichen Figuren überhaupt. 63 

durch die Polare eines Punktes geht und senkrecht steht auf dem vom 
Pole auf die Polare gefällten Perpendikel, heisst die Polar ebene des 
Punktes, welcher auch der Pol dieser Ebene heisst. 

In reciproken räumlichen Systemen entspricht also ein Punkt, eine 
gerade Punktreihe oder Gerade, ein ebener Strahlenbüschel (eine Ebene), 
ein ebenes weck (nseit) des einen Systems resp. einer Geraden, einem 
ebenen Strahlenbüschel oder einer Ebene, einem Ebenenbüschel, einem 
körperlichen nkant (wseit) des andern. 



Viertes Capitel. 

a. Die von gebrochenen, von konischen, cylindrischen 
Flächen oder Kugelflächen im Räume begrenzten kör- 
perlichen Figxiren überhaupt. 

36. Nach (L Thl. Nro. 43) heisst ein vollständig von einer ge- 
brochenen, gekrümmten oder gemischten Fläche begrenzter Theil des 
Raumes eine körperliche Figur oder ein geometrischer Körper 
(I. Thl. Nro. 6) und die vollständige Grenze derselben nach (I. Thl. 
Nro. 16) die Oberfläche des geometrischen Körpers. Bildet die Ober- 
fläche Schleifen, so betrachtet man die Figur meist nicht als eine, sondern 
als ein Aggregat von zwei ader mehreren Figuren. Das System von 
Punkten, welches eine Fläche, die sich mit der Oberfläche eines Körpers 
schneidet, mit dieser und mit dem Körper gemein hat, nennt man resp. 
den Schnitt der Fläche und des Körpers. In gewissen Fällen kann 
ein solcher Schnitt zum Punkte werden, d. h. unendlich klein. 

37. Jenachdem die Oberfläche eine gebrochene, krumme oder ge- 
mischte Fläche ist, heisst der Körper resp. eben- (Fig. 69), krumm- 
(Fig. 70), oder gemischt-flächig (Fig. 71 und 72). Die Kanten 

Fig. 69. Fig. 70. Fig. 71. Fig. 72. 

N 
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und Selten der gebrochenen Oberflache heissen bei dem ebenflächigen 
Körper ebenfalls Kanten und Seiten und die Schnittpunkte der 
Kanten Eckpunkte und der an jedem Eckpunkte von den anstos- 
ssenden Seiten begrenzte Raum eine Ecke des Körpers. Die Bestim- 
mungsstücke der Ecken oder Seiten oder diese selbst, sowie die Kanten 
und Kantenwinkel und sonstige Linien, Flächen, Winkel etc., welche mit 
dem geometrischen Körper in einem bestimmten und noth wendigen Zu- 
sammenhange stehen, heissen Bestimmungsstücke desselben. 

38. Je nach der Zahl der Seitenflächen, Ecken und Kanten ist die 
Zahl der ebenflächigen Körper unendlich verschieden. Da die geringste 
Zahl der Seitenflächen wie der Ecken 4 und die geringste Zahl der 
Kanten 6 ist, so giebt es 4, 5 . . . nflächige, desgleichen 4, 5 . . . 
neckige und 6, 7, 8 . . . nkantige ebenflächige Körper. Den nflächi- 
gen und neckigen Körper nennt man auch kurz resp. nflach (nseit)*) 
und neck, beide fasst man zusammen unter dem Namen Polyeder 
(Vielflaoh und körperliches Vieleck). Insbesondere bezeichnet man ein 
Polyeder als körperliches Vieleck oder als Vielflach, jenachdem es durch 
die Ecken oder die Seitenflächen bestimmt ist. Die reciproke Figur 
eines necks ist ein nflach und umgekehrt. Sämmtliche durch n gegebene 
Punkte, die nicht in einer Ebene liegen, oder durch n gegebene Ebenen, 
welche nicht durch einen und denselben Punkt gehen, möglichen necke 
oder nflache fasst man unter dem Namen eines vollständigen necks 
oder nflachs zusammen. 

39. Nach der Zahl der Seitenflächen heissen die Polyeder (Viel- 
flache) entweder Tetraeder (Vierflach) (Fig. 73), Hexaeder (Sechs- 
flach) (Fig. 74), Oktaeder (Achtflach) (Fig. 75), Dodekaeder 

Fig. 73. Fig. 74. Fig. 76. 








(Zwölfflach), Ikosaeder (Zwanzigflach) etc. etc. Polyeder mit lauter 
congruenten Seitenflächen heissen gleichseitig, und solche, deren Sei- 
tenflächen und Ecken sämmtlich congruent und regelmässig sind, 
heissen regelmässig. 

*) Den nseitigen, ebenflächigen Körper möchte ich als nflach, vom nseitigen Kör- 
perwinkel als nseit unterscheiden. 
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40. Je nachdem der an der äussern oder der innern Seite der 
Oberfläche liegende Eörperwinkel an einer Ecke convex ist, heisst die 
Ecke aus- oder einspringend; eine Kante heisst aus- oder ein- 
springend, wenn dies mit dem Eantenwinkel der Fall ist. 

41. Jede Gerade, welche zwei nicht derselben Seitenfläche angehö- 
rige Ecken verbindet, heisst eine Diagonallinie des Polyeders; eine 
Ebene, welche durch eine nicht derselben Seitenfläche angehörige Diago- 
nale und Ecke gelegt ist, heisst Diagonalebene desselben. Jede an- 
dere Ebene, welche das Polyeder oder einen geometrischen Körper über- 
haupt schneidet, nennt man Transversalebene. 

42. Fällt man von sämmtlichen Ecken eines Polyeders auf die eine 
Seitenfläche desselben Perpendikel, so heisst das grösste die Höhe 
des Polyeders und in Beziehung zur Höhe die auf dieser senkrechte 
Seite die Grundfläche (Basis). 

43. Zwei Körper heissen collinear und insbesondere ähnlich, cou- 
gruent, symmetrisch -ähnlich, symmetrisch -gleich, desgleichen affin, 
affingleich und reciprok, wenn deren Oberflächen es sind. 

44. Liegen sämmtliche Ecken eines Polyeders in der Oberfläche 
eines andern Körpers, so nennt man das Polyeder diesem Körper ein- 
und letzteren dem Polyeder umbeschrieben. Dies gilt auch von den 
als Pyramiden und Prismen mit unendlich kleinen Seitenflächen anzu- 
sehenden Kegeln und Cylindern; jeder Punkt im Umfange der Grund- 
flächen ist bei ihnen eine Ecke. Liegen sämmtliche Ecken eines Poly^ 
eders innerhalb der Oberfläche eines andern, so nennt man den zwischen 
beiden Oberflächen liegenden Theil des Raumes ein Ringpolyeder. 
Liegt ein Körper mit allen Punkten der Oberfläche innerhalb der Ober- 
fläche eines andern und ist der eine oder der andere, oder sind beide 
Körper krummflächig, so heisst der zwischen beiden Oberflächen liegende 
Theil des Raumes eine körperliche Ringfigur. Insbesondere heisst 
die von zwei concentrischen Kugelflächen begrenzte Ringfigur eine 
Hohlkugel. Die Ringfigur ist nur die DifiFerenz der beiden anderen. 
Liegen Punkte der Oberfläche eines Körpers theils innerhalb, theils 
ausserhalb eines andern Körpers, schneiden sich also beide Oberflächen, 
so sagt man von beiden Körpern, dass sie sich durchdringen. 
Sind sämmtliche Seitenflächen eines Polyeders Tangentialebenen eines 
krummflächigen Körpers, so heisst das Polyeder dem krummflächigen 
Körper um- und letzterer dem ersteren einbeschrieben. Dies 
gilt auch von den als Pyramiden und Prismen mit unendlich kleinen 
Seitenflächen anzusehenden Kegeln und Cylindern, jede Seitenlinie in 
der conischen oder cylindrischen Fläche ist eine unendlich kleine 
Ebene. Ist ein Polyeder einer Kugel ein- oder umbeschrieben, so 

Müller, geometrische Formenlehre. 5 
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heiBst der Mittelpunkt der Kugel auch Mittelpunkt des Polyeders, 
und daher heisst ein Polyeder, welchem sich eine Kugel um- oder 
ein beschreiben lässt, centrisoh, resp. nach den Ecken oder nach 
den Seiten. Auch heisst ein der Kugel einbeschriebenes Polyeder ein 
Kugelpolyeder. Berühren sich die Oberflächen zweier krummfl&chiger 
Körper innerlich oder äusserlich, so sagt man von den Körpern dasselbe. 

45. Ausser der Grenzfläche eines Körpers kommt als zweites Be- 
griflsmoment auch noch der begrenzte Theil des Raumes, der sogenannte 
Inhalt (das Volumen) des Körpers noth wendig in Betracht. Im Ge- 
gensatz zu dem Inhalte nennt man, wie bei den ebenen Figuren, so 
auch hier, die besondere Beschaffenheit der Grenzfläche, welche durch 
die Zahl ihrer Seiten- resp. Tangentialflächen , wie durch die Beschaf- 
fenheit dieser und der von ihnen eingeschlossenen Flächen« und Körper- 
winkel bedingt wird, ihre Form. Je zwei Körper haben gleiche 
Form, wenn ihre Seiten-, resp. Tangentialflächen nach Form und Zahl 
gleich sind (I. Abthl. Nro. 42) bei Gleichheit der von ihnen einge- 
schlossenen Flächen- und Körperwinkel; nicht gleiche Form haben 
sie, wenn dies nicht der Fall ist. Gleich an Inhalt dagegen, yolum- 
gleich, nennt man zwei Körper, wenn sie die Summen oder Differenzen *) 
oongruenter Figuren sind oder gleiches Yerhältniss zu irgend einer drit- 
ten haben; nicht gleich heissen sie entgegengesetzten Falles. Einen 
Körper verwandeln heisst seine Form ändern bei unverändertem Inhalt. 

• 

b. Die duroh Regelfläohen begrenzten Körper 

insbesondere. 

a. Die Körper, welche durch ein neck, resp. einen Kreis 
in einer Transversalebene eines Büschelraumes bestimmt 
werden, die Pyramide und der Kegel, das Prisma und der 

Cylinder. 

46. Das von eiiiem «eck in der Transversalebene und von der 
pyramidalen Fläche, welche durch den umfang des necks im Büschel- 



*) Auf dieser Definition der Volumgleichheit zweier Körper beruht auch die so- 
genannte Cavaleri»sche Methode, die Gleichheit sowohl körperlicher als auch ebener 
Figuren zu beweisen, nur erlaubt sich, wogegen strenge Mathematiker Bedenken er- 
heben, diese Beweismethode , die Körper als Summen von Flächen und die Flächen 
als Summen von Linien anzusehen. Ich sehe in dieser Methode nur »eine Abkürzung 
der Grenzmethode; sie erscheint nur mehr dem Ausdruck als der Sache nach der 
vollen mathematischen Strenge zu entbehren. Aber gerade die Abkürzung, welche die 
Strenge etwas beeinträchtigt, macht sie bequem, ja so bequem, dass man beim Unter- 
richt gern etwas von der Strenge opfert. Und wenn der Lehrer auf die Mängel 
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räume bestimmt wird, gebildete Polyeder heisst eine Pyramide (Fig. 76) 
und zwar eine nkantige oder nseitige. Die Seitenflächen sind also 



Fig. 76. 




Dreiecke und die Pyramide ist ein von einem 
neck und n Dreiecken begrenzter Körper. Das 
neck AB OD heisst die Grundfläche (Basis) 
und die pyramidale Fläche der Mantel der 
Pyramide und der Mittelpunkt des Büschel- 
raumes ihre Spitze. Die von den Seitenflächen 
unter sich gebildeten Kanten heissen die Sei- 
tenkanten, die von ihnen mit der Grundfläche 
gebildeten die Grundkanten der Pyramide. 
Die Ecken an der Grundfläche heissen Grund- 
ecken. Unter der Höhe der Pyramide versteht man immer das 
Perpendikel von der Spitze auf das neck, weil dieses immer als Grund- 
fläche angesehen wird. Ist die Grundfläche eine Kreisfigur, so heisst 
die Yerbindungslinie des Mittelpunktes derselben mit der Spitze der 
Pyramide die Axe. Fällt die Axe einer Pyramide mit der Höhe zu- 
sammen, so heisst die Pyramide gerade, in jedem andern Fall dagegen 
heisst sie schief. Die gerade Pyramide heisst regelmässig *), wenn 
die Grundfläche ein regelmässiges neck ist. Wird eine Pyramide zwischen 
Spitze und Grundfläche von einer Transversalebene geschnitten, so heisst 
der zwischen der Transversalebene und der Grundfläche liegende Theil ent- 
weder ein Pyramidenstumpf (abgegestumpfbe Pyramide) (Fig. 77), oder 
ein Pyramidenpfeiler (Fig. 78), je nachdem die Transversalebene der 



Fig 77. 



Fig. 78. 



Grundfläche parallel ist 
oder nicht. Der andere 
Theil zwischen der Trans- 
versalebene und der 
Spitze heisst in beiden 
Fällen die Ergän- 
zungspyramide. Auch 
den Schnitt (Nro. 36) der 
Pyramide durch eine zur Grundfläche parallele Transversalebene nennt 
man Grundfläche des Pyramidenstumpfes. Der Abstand (Nro. 10) der 





dieser Methode aufmerksam macht, dürfte es unbedenklich sein, sie da anzuwenden, 
wo eine andere Beweismethode zu viel Schwierigkeiten für den Schüler mit sich führte. 
*) Es ist hier, wie bei dem später zu erwähnenden regelmässigen Prisma auf eine 
üngenauigkeit des mathematischen Sprachgebrauchs aufmerksam zu machen. Die Py- 
ramide und das Prisma sind Polyeder, mithin müssten nach den Regeln der Logik, 
die regelmässigen Pyramiden und Prismen auch regelmässige Polyeder sein. Dies sind 
sie aber nur ausnahmsweise , wenn die Pyramide ein regelmässiges Tetraeder und das 
Prisma ein Würfel ist. 
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beiden Grundflächen des Pyramidenstumpfes heisst die Höhe desselben* 
Die Diagonalebene der pyramidalen Fläche ist auch eine Diagonal ebene 
der Pyramide und eine durch die Axe einer Pyramide gelegte Ebene 
heisst eine Axenebene. Jede Diagonal- und Axenebene schneidet die 
Pyramide in einem Dreieck und den Pyramidenstumpf in einem 
Paralleltrapez. 

47. Der von einem Kreise in einer Transversalebene und von der 
konischen Fläche, welche durch die Kreislinie im Büschelraume bestimmt 
wird, gebildete Körper heisst ein Kegel (Conus) (Fig. 79). Da derselbe 
wesentlich sonst nicht von einer Pyramide mit unendlich vielen und 
unendlich kleinen Seitenflächen verschieden ist, so gelten alle die Py- 
ramide, den Pyramidenstumpf und Pyramidenpfeiler betrefi'enden Be- 
stimmungen, welche in (46) aufgestellt sind, auch für den Kegel, den 
Kegelstumpf (Fig. 80) und den Kegelpfeiler (Fig. 81), nur nennt 
Fig. 79. 

Fig. 80. Fig. 81. 






man die der Diagonalebene der Pyramide entsprechende Ebene bei dem 
Kegel resp. ein Sehnendreieck, weil es die Grundfläche in einer Sehne 
schneidet, und die der Axenebene der Pyramide entsprechende Ebene 
des Kegels heisst ein Axendreieok. Das durch die Höhe der Pyra- 
mide gehende Axendreieck heisÄt Hauptaxendreieck (vgl. Nro. 7). 
Einige nennen den Mantel des Kegelstumpfes auch wohl Kegel- 
zone.- Sonst gelten vom Kegel auch alle von der konischen Fläche in 
Nro. 23 aufgestellten Bestimmungen. 

48. Dreht man ein Dreieck ABC um die eine Seite AB, so be- 
schreibt es, je nachdem diese Seite einem rechten, spitzen oder stumpfen 
Winkel ABC anliegt, resp. entweder einen geraden Kegel (Fig. 82), 
oder einen Doppelkegel (Fig. 83), oder einen Hohlkegel (Fig. 84). 
D^r Doppelkegel ist gleich der Summe, der Hohlkegel gleich der Dif- 
ferenz zweier gerader Kegel, welche die beiden anderen Seiten des Drei- 
ecks zu Seiten und deren Projectionen auf die erste Seite des Drei- 
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ecks zu Höhen und das Projectionßperpendikel zum Radius der Gniud- 
fläche haben. Den schiefen Kegel kann man durch Drehung eines 
Dreiecks um die eine seiner Seiten nicht erzeugen. 

Fig. 82. Fig. 83. Fig. 84. 

A 






B 



49. Der Pyramideiibtumpf oder Pyramidenpfeiler einer Pyramide 
in einem Büschelraum mit nicht angebbarem Mittelpunkte heisst resp. 
Prisma (Fig. 85) oder prismatischer Pfeiler (Fig. 86)*), Da die 



Fig. 85. 




Fig. 86. 




Seitenflächen des Prisma 
Parallelogramme sind, so 
ist ein Prisma ein durch 
zwei in parallelen Ebe- 
nen liegende congruente 
necke und durch n Pa- 
rallelogramme begrenz- 
ter Körper, dessen^ Sei- 
tenkanten also auch 
sämmtlich parallel sind. Alle in (Nro. 46) aufgeführten Bestimmungen 
der Pyramide, welche sich nicht auf die Spitze beziehen und deshalb 
auch vom Pyramidenstumpf und Pyramidenpfeiler gültig blieben, gelten 
nun auch von dem Prisma und dem prismatischen Pfeiler. So gelten 
insbesondere auch die über den Mantel, die Grundfläche, die Seiten- 
und Grundkanten, Axe, Diagonal- und Axenebene der Pyramide ge- 
machten Bestimmungen noch vom Prisma, desgleichen auch die von der 
Höhe des Pyramidenstumpfes gegebene Bestimmung. Jede Diagonal- 
und Axenebene schneidet jedoch das Prisma in einem Parallelogramm, 



*) Wie hier einerseits der Stumpf einer Pyramide mit nicht angebbarem Mittel- 
punkte oder unendlich grosser Höhe in das Prisma übergeht, so geht andererseits die 
»seitige Pyramide, deren Hohe wird, in das ebene neck über. Die Pyramide ist 
demnach gewissermaassen das Grundgebilde für das Prisma, wie für das ebene »eck 
und ebenso auch für den Kegel, welcher als eine Pyramide von unendlich vielen, un- 
endlich kleinen Seiten anzusehen ist, endlich aber auch für den Cylinder, als den 
Stumpf eines Kegels von unendlich grosser Höbe. 
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jeden prismatischen Pfeiler in einem Paralleltrapez. Gerade oder 
schief aber nennt man ein Prisma, dessen Seitenkanten zur Grund- 
fläche resp. senkrecht oder schief sind. Die Seitenflächen des geraden 
Prismas sind also Rechtecke. Und das gerade Prisma heisst regel- 
mässig, dessen Grundfläche ein regelmässiges neck ist. 

50. Ein Prisma i4 5 OD il2 ^ C2 A» dessen Grundfläche ein Paral- 
lelogramm ist, heisst Parallelepipedon (Fig. 87). Ein solches ist 

also ein von lauter Parallelogrammen be- 
grenzter Körper. Alle Eigenschaften des Paralle- 
logrammes, die auf dem ParaUelismus der Seiten 
beruhen, gehen auf das Parallelepipedon über. 
Das gerade Parallelepipedon, dessen Grundfläche 
ein Rechteck ist wie die Seitenflächen und dessen 
drei in einer Ecke zusammenstossende Kanten 
auf einander senkrecht stehen, heisst recht- 
winklig. Das rechtwinklige Parallelepipedon 
ÄBCD ÄiBiCiDi, dessen Seitenflächen und 
Grundflächen congruente Quadrate und dessen 
drei in einer Ecke zusammenstossende Kanten 
gleich sind, heisst Würfel (Cubus) (Fig. 87). 
Ein schiefes Parallelepipedon aber, in dessen Ecken drei congruente 
Rhomben zusammenstossdn » heisst ein Rhomboeder. 

51. Der Kegelstumpf oder Kegelpfeiler eines Kegels in einem Bü- 
Bchelraume mit nicht angebbarem Mittelpunkt heisst resp. Cylinder 
(Fig. 88.) oder Cylinderpfeiler (gewöhnlich abgestumpfter Cylinder) 
(Fig. 89), oder, da der Cylinder seiner Entstehung nach zu dem Prisma 

Fig. 88. Flg. 89. sich ebenso verhält, wie der Kegel 

zur Pyramide, so ist der Cylinder der- 
jenige Körper, der von zwei con- 
gruenten Kreisen in zwei parallelen 
Transversalebenen und von der cy- 
lindrischen Fläche gebildet wird, 
welche durch die beiden Kreislinien 
im Büschelraum bestimmt wird. 
Er ist also wesentlich von einem Prisma mit unendlich vielen, unend- 
lich kleinen Seitenflächen nicht verschieden. Daher gelten vom Cy- 
linder nicht allein fast alle vom Kegelstumpf gemachten Bestimmungen, 
sondern zugleich auch die das Prisma und die cylindrische Fläche be- 
treffenden Bestimmungen über Mantel, Grundfläche etc. 
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ß. Die Körper, welche durch ein neck in einer Transversal- 
ebene von zwei Büscbelräumen bestimmt werden. 

52. Durch jede Seite des necks und den Mittelpunkt jedes Biischel- 
raumes, dergleichen durch jede Ecke des necks und die Centrale der 
beiden Büschelräume ist eine Ebene und in dieser ein Dreieck bestimmt. 
Von den so bestimmten 3 n Dreiecken fallen je zwei, deren Polygon- 
seite der Centrale parallel ist, in eine Ebene und bilden ein Parallel- 
trapez. Je n -)- 2 dieser Dreiecke, welche sämmtliche Seiten des necks 
enthalten und deren Ebenen sich in Strahlen der beiden Büschelräume 
schneiden*), bestimmen einen sogenannten n -|- 2 seitigen Sphenisken 
(Keil) (Fig. DO und 91). Das neck heisst die Grundfläche, die Cen- 

Fig. 90. Fig. 91. trale der beiden Büschel- 

räume die Schneide, 
jedes der n + 2 Drei- 
ecke eine Seite des Sphe- 
nisken. Von den n -f- 2 
Seitendreiecken fallen, 
wie schon erwähnt wor- 
den, je zwei in eine 
Ebene und bilden ein Paralleltrapez, deren Polygonseiten der Schneide 
parallel sind. Die Schneide selbst kann entweder der Ebene der Grund- 
fläche parallel sein oder nicht. Und bis jetzt hat man nur Sphenisken 
der erstem Art in Betracht gezogen. 

y. Die Körper, welche durch ein neck in einer Transversal- 
ebene von m Büschelräumen bestimmt werden, deren 
Mittelpunkte sämmtlich in einer Ebene lieg'en. 

53. Durch die Mittelpunkte der m Büschelräume ist ein vollstän- 
diges meck bestimmt, mit seinen V2(w» — 1) (w» — 2) . . .2 einfachen. 
Durch jede Seite eines jeden dieser einfachen mecke und jede Ecke des 
necks, desgleichen durch jede Ecke eines jeden dieser einfachen mecke 
und jede Seite des ntecks ist eine Ebene und in jeder derselben 
ein Dreieck bestimmt. Von den so bestimmten zwei mn Dreiecken 
fallen je zwei auf einander folgende, deren Seiten Im meck und im 
neck parallel sind, in eine Ebene und bilden ein Paralleltrapez. Je 
m -f- ^ dieser Dreiecke, welche sämmtliche Seiten des mecks und des 






*) Diese Bedingung hinzuzufügen wird in der Regel unterlassen und doch ist sie 
eine nothwendige. 
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neckß enthalten und deren Ebenen sich in Strahlen der Büschelräume 

schneiden, bestimmen ein Prismatoid (Fig. 92) oder ein Pyrami- 

Fig. 92. doid *), je nachdem resp. die Ebene, in welcher 

die Mittelpunkte der Büschelräume liegen, der 
Transversalebene parallel ist oder nicht. Dem- 
nach ist ein Prismatoid ein Polyeder, das von 
zwei beliebigen parallelen Polygonen als Grund - 
und im Allgemeinen von Dreiecken als Seiten- 
flächen dergestalt begrenzt wird, dass letztere 
mit einer Grundfläche eine Seite und mit der 
andern eine Ecke gemein haben. Der Abstand 
der beiden Grundflächen ist auch die Höhe des 
Prismatoides. 

54. Dasjenige Polyeder, — welches sonst ganz wie das Prismatoid 
erzeugt wird, nur mit dem Unterschiede, dass die Dreiecke nicht durch 
die durch die m Ecken und m Seiten des durch die Mittelpunkte der 
Büschelräume bestimmten wecks, sondern durch die Brechungspunkte 
und die beiden Endpunkte und durch die Bruchstrecken der durch die 
Mittelpunkte der Büschelräume bestimmten ungeschlossenen, gebrochenen 
Linie gelegt werden, — heisst ein Sphenisk und zwar je nachdem 
die gebrochene Linie oder die Schneide desselben 2, 3, 4 . . . Brucb- 
Btrecken enthält, ein 2, 3, 4 . . . schneidiger, desgleichen wieder 
nach der Seitenzahl der Grundfläche ein 3, 4, 5 . . . seitiger. 

55. Ein Obelisk (Fig. 93) ist ein Prismatoid, dessen Grund- 
Fig. 93. flächen, ohne congruent zu sein, gleich viel Seiten 

haben, welche beziehungsweise parallel laufen. 

56. Ein Antiprisma (verdrehtes Prisma) ist ein 
Prismatoid mit congruenten Grundflächen, deren Seiten 
beziehungsweise nicht parallel laufen. 

57. Ein Antiobelisk (verdrehter Obelisk) ist 
ein Prismatoid, dessen Grundflächen, ohne congruent zu sein, gleich 
viel Seiten haben, welche beziehungsweise nicht parallel laufen. 

58. Ein regelmässiges Prismatoid ist ein Prismatoid, dessen 
Grundflächen regelmässige Polygone und dessen Seitenflächen gleich- 
schenklige Dreiecke oder Trapeze sind, so dass die gleichen Schenkel 
dieser Dreiecke oder Trapeze die Seitenkanten des Prismatoides bilden. 




''') Die Bezeichnung Pyramidoid, obschon ich sie nicht sehr passend finde, adoptire ich 
von Joh. Heinr. Traug. Müller, um nicht durch einen neuen Namen die Terminologie 
zu erschweren; die Benennung Prismatoid, und die folgenden Obelisk, Antiprisma etc. 
entlehne ich von Wittstein. Die Pyramidoide hat man noch nicht weiter untersucht. 
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59. Mitte] figur einer Pyramide, eines Prismas, Prismatoides oder 
Sphenisken nennt man den Schnitt, welchen die durch die Mitte der 
Höhe der genannten Polyeder gelegte Ebene bildet. 

c. Die Polyeder, welche durch die Oentralebenen von 
vier oder melir Büsclielräumen bestimmt werden, deren 
Mittelpunkte nicht alle in einer Ebene liegen und deren 
Oentralebenen sich weder alle in einem und demselbem 
Punkte noch in einer und derselben Geraden schneiden. 

Die körperlichen necke. 

60. Vier oder mehr Büschelräume, deren angebbare Mittelpunkte 
nicht alle in einer Ebene liegen und deren Oentralebenen sich weder 
in einem und demselben Punkte noch in einer und derselben Geraden 
schneiden, bestimmen durch ihre Mittelpunkte ein körperliches neck, 
und zwar ein einfaches, wenn stets nur zwei der die Seitenflächen 
desselben bildenden Oentralebenen durch einen der Oentralstrahlen 
gehen, welche die Kanten des necks bilden. Der Inbegriff aller durch 
dieselben n Mittelpunkte möglichen einfachen necke heisst das vollstän- 
dige. Ein einfaches körperliches neck heisst ein Euler'sches, wenn 
jede durch einen Punkt innerhalb der Oberfläche desselben gezogene 
unendliche Transversale die Oberfläche nur in zwei Punkten schneidet. 
In demselben sind daher sämmtliche Körper-, Flächen- und Linien- 
winkel convex nach aussen. Im Folgenden wird stets nur dieses Eu- 
ler'sche neck oder Polyeder *) gemeint sein, wenn schlechtweg vom kör- 
perlichen neck oder Polyeder geredet wird. Von diesem Polyeder 
gelten alle oben schon angeführten Bestimmungen der Polyeder. 

d. Von der Kugel insbesondere. 

61. Der von einer Kugelfläche begrenzte Körper heisst Kugel 
(Sphäre) (Fig. 94). Ausser den die Kugelfläche betreffenden Bestim* 
mungen, welche in (25) angefühi*t sind und insgesammt auch von der 
Kugel gelten, sind noch folgende anzuführen. Jeder Schnitt einer 



*^ Aasser den Euler 'sehen Polyedern giebt es noch andere, welche entweder ring- 
förmige Polygone zu Seitenflächen haben oder ringförmig durchbrochen sind, oder Po- 
lyeder welche nach aussen und innen von geschlossenen polyedrischen Flächen begrenzt 
sind, also Ringpolyeder. Solche Polyeder sind als Differenzen von Euler' sehen Poly- 
edern zu betrachten. 
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Kugel und einer Ebene heissti je nachdem er durch den Mittelpunkt 

der Kugel geht oder nicht, resp. ein Hau ptkr eis (Normalkreis, grösster 

Fig. 94. Kreis, Erzeugungskreis), z. B. ÄNßSj dgl. 

j4^undF&oderNebenkreis,z.B.£JO>/, 
X und ein Bogen des erstem oder letztem 
heisst resp. ein Hauptbogen, z. B. i^D, 
DJ7, GH, oder ein Nebenbogen, z.B. BK. 
Die Kreislinie und den Bogen eines Haupt- 
kreises nennt man resp. eine sphärische 
Gerade und sphärische Strecke; und 
zwar nennt man von den beiden durch 
zwei Punkte in der Peripherie bestimmten 
Bogen den kleineren schlechtweg sphä- 
rische Strecke, z.B. ND, den grossem 
DEAN aber Aussenstrecke. Da durch drei Punkte stets nur eine 
Ebene möglich ist, so ist auch durch zwei Punkte der Kugelfläche und 
den Mittelpunkt nur ein Hauptkreis, mithin zwischen zwei Punkten der 
Kugelfläche nur eine einzige sphärische Gerade möglich. Jeder Haupt- 
kreis theilt die Kugel in zwei Halbkugeln und die Kugelfläche in zwei 
Halbkugelflächen; jeder Nebenkreis theilt sie in zwei Kugelab- 
schnitte (Kugelsegmente) und die Oberfläche in zwei Galotten 
(Käppchen), z. B. NBJBK und SBJBK. Das im Mittelpunkte 
des Nebenkreises errichtete Perpendikel NG bis zurCalotte heisst Höhe 
der Calotte und des Kugelabschnitts. Jeder Hauptkreis NE 8 AN und 
NJSKN, welcher durch die Axe NS und Pole N und S geht, heisst 
Meridiankreis (Mittagskreis) und der auf der Axe NS senkrechte 
Hauptkreis AE der Aequator und die diesem parallelen Nebenkreise 
heissen ParallelkreiBe,z. B. BKDJ. Die Pole der Kugel heissen auch die 
Pole der Parallelkreise und überhaupt versteht man unter den 
Polen*) eines Kreises die Endpunkte des auf ihm senkrechten Durch- 
messers. Jeder der beiden Pole N und S heisst auch sphärisoherMittel- 
punkt desselben und jede sphärische Strecke, z. B. NB und NJj zwischen 
diesem und einem Punkte in der Peripherie des Kreises heisst der 
sphärische Radius des letztem, weil bei der Drehung dieses Radius 
um den sphärischen Mittelpunkt der Endpunkt des Radius die Kreis- 
linie auf der Kugelfläche beschreibt. Jede sphärische Gerade, welche 



*) Man muss bedauern, dass man bei den reciproken Figuren, wie wir oben ge- 
sehen haben, die Bezeichnung Pol in einem ganz andern Sinne eingeführt hat. Dem 
Uebelstande, den diese zweideutige Terminologie mit sich führt, ist wohl kaum noch 
abzuhelfen möglich. 
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irgend zwei Punkte der Kreisperipherie verbindet, heisst, je nachdem 
sie durch den sphärischen Mittelpunkt desselben geht oder nicht, ein 
sphärischer Durchmesser, z.B. BND und KNJ, oder eine sphäri- 
sche Sehne. Und diejenige sphärische Gerade, welche mit der Peri- 
pherie eines Kreises nur einen Punkt gemein hat, heisst sphärische 
Tangente, z. B. GEFG. 

62. Der zwischen zwei parallelen Kreisen liegende Theil der Kugel 
und Kugelfläche heisst resp. Kugel schiebt (Zone) und Kugelstreifen 
(Zonenmantel), z. B. AB DE, Manche nennen auch den Kugelstreifen 
Zone und die Kugelschicht körperliche Zone. Der senkrechte Ab- 
stand CO der parallelen Kreise ist die Höhe der Kugelschicht und 
des Kugelstreifens. Jeder der vier zwischen zwei sich schneidenden 
Hauptkreisen liegende Theil der Kugel und Kugelfläche heisst resp. 
Kugelkeil und (vgl. 25) sphärisches Zweieck oder sphärischer 
Winkel, z. B. ND8HN. Sphärische Winkel heissen Neben-, Schei- 
telwinkel, rechte, spitze, stumpfe etc., je nachdem die von den zuge- 
hörigen Hauptkreisen gebildeten Flächen Winkel oder die zu diesen gehö- 
rigen correspondirenden Linienwinkel so heissen. Die den sphärischen 
Winkel bildenden sphärischen Geraden heissen seine Schenkel. Und 
eine sphärische Gerade heisst senkrecht oder schief zur andern, je 
nachdem sie mit ihr gleiche oder ungleiche Nebenwinkel bildet. Jeder 
£benenbü8chel , dessen Axe ein Durchmesser der Kugel ist, schneidet 
die Oberfläche derselben in einem sphärischen Büschel. 

63. Eine Calotte und der Mantel des Kegels, welcher den zur Ga- 
lotte gehörigen Nebenkreis zur Grundfläche und den Kugelmittelpunkt 
zur Spitze hat, begrenzen einen Theil der Kugel, welcher Kugelaus- 
schnitt (Kugelsector) genannt wird. 

64. Denkt man eine nseitige körperliche Ecke oder einen nseitigen 
Körperwinkel mit seiner Spitze am Mittelpunkt einer Kugel, so wird 
er zum nseitigen körperlichen GentriwinkeL Der Theil der Kugel- 
fläche, von n Hauptbogen, d.h. Bogen von Hauptkreisen begrenzt, welche 
zu den n Seiten einer nseitigen körperlichen Ecke gehören, deren Spitze 
der Kugelmittelpunkt ist, heisst ein sphärisches neck und die Bogen 
heissen Seiten, wie die von letzteren gebildeten sphärischen Winkel auch 
Winkel des sphärischen necks. Die sphärische Gerade zwischen zwei 
einer Seite nicht anliegenden Ecken eines sphärischen necks heisst eine 
Diagonale. Alle in (17) angegebenen Bestimmungen der körperlichen 
Ecke übertragen sich demnach auch auf das sphärische neck. Die zu 
einer körperlichen Ecke und seiner Scheitelecke gehörigen beiden sphä- 
rischen necke heissen Gegen ecke, da ihre Ecken Gegenpunkte sind und 
die zu zwei körperlichen Ergänzungsecken (18) gehörigen sphärischen 
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führen denselben Namen oder werden auch Polarecken genannt, da 
die Ecken des einen Poles die Seiten des andern sind. 

Insbesondere aber gelten vom sphärischen Dreieck alle in (19) vom 
körperlichen Dreieck gegebenen Bestimmungen. Das von einer Ecke 
des sphärischen Dreiecks auf seine Gegenseite gefällte sphärische Per- 
pendikel ist die Höhe desselben. Den Ueberschuss der Winkelsumme 
eines sphärischen Dreiecks über zwei 9{ nennt man den sphärischen 
Excess. Ein Körper, begrenzt von einem sphärischen neck und der 
zu diesem gehörigen Centriecke heisst eine Kugelpyramide. 

65. Zwei auf entgegengesetzter Seite einer sphärischen Geraden 
liegende sphärische Strecken heissen parallel, wenn ihre vier End- 
punkte von der sphärischen Geraden gleiche Abstände haben. Die 
sphärische Gerade zwischen den Parallelen heisst ihr Mittelbogen. Ein 
sphärisches Viereck heisst ein Parallelogramm oder ein Parallel- 
trapez oder ein Trapez, je nachdem die beiden Paare von Gegen- 
seiten parallel sind oder nur das eine oder gar keins. Das zwischen 
zwei parallelen Gegenseiten innerhalb des Parallelogramms oder 
Trapezes liegende Stück des Mittelbogens heisst der Mittelbogen des 
Parallelogramms oder Trapezes. 

66. Schlussbemerkung. Aus dem Vorstehenden und aus dem 
in (25) über die Kugelfläche Gesagten geht hervor, dass alle Construc- 
tioneu '*') in der Ebene auch mutatis mutandis auf der Kugelääche sich 
vollziehen lassen und entsprechende Gebilde geben. Alle planimetrischen 
Untersuchungen lassen sich demnach auch auf der Kugelfläche als Con- 
structionsfläche wiederholen und die Resultate der planimetrischen Un- 
tersuchungen auch in der Sphärik, d. h. in der Lehre von dem gegen- 
seitigen Bestimmen imd Verhalten der sphärischen Gebilde nach Grösse, 
Form und Lage entweder ohne alle oder mit nur geringen Modifica« 
tionen ableiten. Selbst die projecti vischen durch ebene Strahlenbüschel 
und gerade Punktreihen vermittelten Beziehungen ebener Gebilde sind 
denen der sphärischen durch sphärische Büschel und die sphärische ge- 
rade Punktreihe vermittelten ganz entsprechend. Ja, insofern die Ebene 



*) Zur Ausführung dieser Constructionen auf einer bestimmten Kugelfläche dient 
das sphärische Lineal und der sphärische Cirkel. Das erstere ist ein Me- 
tallstreifen von der Krümmung und Länge eines halben Umfanges eines Hauptkreises, 
an den Endpunkten der einen Kante mit Spitzen versehen, damit man es auf der 
Kugel feststellen und au der Kante entlang die sphärische Gerade ziehen kann. Macht 
man die eine Spitze verschiebbar am Lineal, dann kann es zugleich als sphärischer 
Cirkel gebraucht werden. Und trifft man noch die Einrichtung, dass es mit einem 
zweiten Metallstreifen von gleicher Beschaffenheit in beiden Endpunkten und endlich 
mit einem dritten in Grade und Minuten getheilten Metallstreifen dergestalt verbunden 
werden kann, dass letzterer die beiden ersten in Quadranten theilt, so hat man auch 
einen sphärischen Transporteur. 
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als eine Kugelfläche mit unendlich grossem Radius angesehen werden kann, 
ist eigentlich die Sphärik die allgemeinere Lehre, aus deren Ergebnissen 
sich jedes Ergebniss der Planimetrie als besonderer Fall ableiten lässt. 
Dennoch ist es in der constructiven Geometrie unmöglich, die Plani- 
metrie etwa auf die Sphärik zu begründen, da die Methode der con- 
struirenden auf die reine Anschauung recurrirenden Geometrie we- 
sentlich synthetisch sein muss. Während nämlich die Methode der 
Zahlenlehre — die so überwiegend analytisch ist, dass selbst ein Theil 
derselben schlechtweg Analysis heisst — darin besteht, dass man bei den 
verschiedenen Operationsstufen vom Ungleichen zu immer grösserer 
Gleichheit fortschreitet, muss die construirende Geometrie nach syn- 
thetischer Methode von dem Gleichen zu immer grösserer Ungleichheit 
fortschreiten. . Während also in der Zahlenlehre dio Gesetze des Poten- 
zirens aus denen des Multiplicirens hervorgehen, wenn die Factoren 
gleich werden, und die Gesetze des Multiplicirens wieder aus denen des 
Addirens, wenn die Summanden gleich werden: so gründet sich in 
der construirenden Geometrie die Lehre von der Ungleichheit des In- 
haltes bei Gleichheit der Form (Aehnlichkeit und Proportionalität) 
ebenso die Lehre von der Ungleichheit der Form bei Gleichheit des 
Inhaltes (Gleichheit) auf die Lehre von der Gleichheit der Form 
und des Inhaltes (Congruenz). Es stützen sich die Sätze von be- 
liebigen Winkeln um einen Punkt auf die von den gleichen rechten 
Winkeln, die Sätze von den Dreiecken überhaupt auf die von den Drei- 
ecken mit gleichen Seiten oder rechten Winkeln, und der allgemeine 
Pythagoräer ergiebt sich am einfachsten aus dem besonderen für das 
rechtwinklige Dreieck u. s. w. Durch diese synthetische Methode wird 
die Abhängigkeit der Gestalten, wie Steiner sagt (vgl. das Vorwort), 
und die Art und Weise aufgedeckt, wie ihre Eigenschaften von den ein- 
facheren Figuren zu den zusammengesetzteren sich fortpflanzen und 
alle vereinzelte Aussagen der Geometrie werden auf ihre eigentliche Quelle 
zurückgeführt. Demnach muss also die Sphärik der Planimetrie folgen, 
und kann ihr nicht vorhergehen; zugleich sollte die Sphärik nicht so 
gänzlich wie es ohne Ausnahme geschieht, von den Elementen der Geo- 
metrie ausgeschlossen sein, vielmehr deren natürlichen Schluss bilden. 
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schiefe 25. 

Leitlinie 9. 

Linie 3, gerade 3, endlich - unendliche, 
unendliche 10, ebene und nicht ebene, 
einfach und doppelt gebrochene, ein- 
fach und doppelt gekrümmte, nmal ge- 
brochene 12, gleicher Potenzen 22, 
gleich und ungleichlaufende, parallele 
und divergirende oder convergirende 32, 
antiparallele 33, gebrochene der cor- 



respondirenden Winkel eines prismati- 
schen Raumes 55, mehrfache 53. 

Linienbüschel, ebener und flacher 6. 

Linienwinkel,, ebener und flacher 6, cor- 
respondi^ender 5Ö. 

Loth und lothrecht 48. 

Lunula, concav -convex, convex-convex 42. 

M. 

Mantel einer Pyramide 67, eines Kegels 68, 
eines Prisma 69, eines Cjlinders 70. 

Mehrfache Linie 53. 

Meniskus 42. 

Meridiankreis 74. 

Mittagskreis 74. 

Mittelbogen 76. 

Mittelfigar 73. 

Mittelpunkt eines Strahlenbüschels und 

Büschelraumes 6, einer Kreislinie 6, einer 

Kreisfigur 39, eines Parallelogrammes 41 j 

^ einer Kugelfläche 57, eines Polyeders 66, 

sphärische 74. 

N. 

Kebenebene eines schiefen Ebenenbü- 
schels 50. 

Nebenecke 36, körperliche 54. 

Nebenflächenwinkel 50. 

Nebenkreis 74. 

Nebenseite 36. 

Nebenstrahl eines Strahlenbüschels 47 
und 50. 

Nebenvielseit 36. 

Nebenwinkel 29, sphärischer 75. 

Neigungswinkel einer Geraden 47. 

Normalkreis und Normalkreislinie 57 
und 74. 

Nullwinkel 7. 

0. 

Obelisk 72. 
Oberfläche 2, 63. 
Oblongum 41. 
Oktaeder, regelmässiges 64. 
Ort 5, geometrischer 35. 

p. 

Parallele Ebenen 50. 

Parallele Geraden 32. 

Parallelen, sphärische 76. 

Parallelepipedon, gerade, schief, recht- 
winklig 70. 

Parallelkreis 74. 

Parallelogramm 41, 2nseitiges 41, sphä- 
risches 76. 
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Parallelstrahl 32. 

Paralleltrapez, ebenes 41, sphärisches 76. 

Peripherie des Kreises 21. 

Peripheriewinkel 42. 

Perpendikel auf eine Linie 29, auf eine 

Ebene 47, gefällt, errichtet 30. 47. 
Perpendiculär 29. 
Perspective, Lehre von der 49. 
Perspectivische Lage 24. 
Perspectivischer Durchschnitt 24. 
Pfeiler, prismatischer 69. 
Pianation b?., 

Pol und Polare reciproker Systeme 26, 62, 
conjugirt 28, Pol einer Kugel 58, der 
Parallelkreise 74. 
Polarecke 54, sphärische 76. 
Polyeder 64, gleichseitig, regelmässig 64, 
ein- und umbeschrieben 65, centrisch 
nach den Seiten oder Ecken 66, 
Euler'sches 73. 
Polygon 36, gleich- und ungleichseitig, 
gleich- und ungleichwinklig, regelmässig 
und unregelmässig 36, ein- und umbe- 
schrieben 39, centrisch nach den Seiten 
oder Ecken 42. 
Polygonwinkel 36. 
Potenz eines Punktes 22. 
Poten7ha]tende Linie 22. 
Prisma 69, gerade, schief, regelmässig 70. 
Prismatische Fläche 52, regelmässig 53. 
Prismatischer Pfeiler 69. 
Prismatischer Raum 55, nkan^iger, nsei- 

tiger, regelmässiger 55. 
Prismatoid 72. 

Projection, rechtwinklige, schiefe 30, 47, 
perspectivische, centrale 30, 48, hori- 
zontale, verticale 48. 
Projectionsaxe 30. 
Projectionsebene 47. 
Projectionsfläche 49. 
Projectionslinie 30, 47. 
Projectionsperpendikel 30, 48. 
Projectionswinkel 30, 47. 
Projectivische Systeme 24. 
Punkt 4, mehrfacher 13, 19, dergleichen 
Potenzen 22, unendlich entfernter 32. 
Punktreihe 8. 

Pyramide, nkantige, nseitige, gerade, 
schiefe, regelmässige, abgestumpfte 67. 
Pyramidenpfeiler 67, 
Pyramidenstumpf 67. 
Pyramidoid 72. 



R. 



Q. 



Quadrant 42. 
Quadrat 41. 
Quantität 2. 



Radius der Kreislinie und des Kreises 21, 
der Kugelfläche und der Kugel 57, 
sphärischer 74. 
Raum, reiner, leerer 1, prismatischer 55. 
Raumgebilde, lineare, flache, ebene, kör- 
perliche 5. 
Räumliche Systeme 5, coUineare 25, 38, 60, 
ähnliche 26 , 38 , 61 , congruente 26, 
38, 61, affine 26, 38, 61, affin- 
gleiche 26, 38, 62, reciproke 26, 38, 62, 
anticollineare 25 , 60 , antiaffine und 
antiaffin -gleiche 62, symmetrisch -ähn- 
liche 61 , symmetrische 61. 

Rechteck 41. 

Reciprocität 26. 

Reciproke körperliche Ecke 54. 

Rectification der gebrochenen und ge- 
krümmten Linie 17, 19. 

Regelflächen 57. 

Rhomboeder 70. 

Rhombus 41. 

Richtlinie 51. 

Richtung einer Geraden, einer Ebene 4. 

Richtungsabweichuug 10. 

Richtungsseiten einer Geraden , eines 
Punktes 4. 

Ringflgur, ebene 39, körperliche 65. 

Ringpolyeder 65. 

Ringpolygon 39. 

Rücickehrlinie 53. 

Rückkehrpunkt 15, 19« 

s. 

Scheitel eines Linienwinkels 29, einer 
pyramidalen Fläche 52, eines Körper^ 
winkeis 54. 

Scheitelecke 54. 

Scheitellinie 7. 

Scheitelpunkt 7, 29. 

Scheitelwinkel 29, körperliche 54. 

Schenkel eines Winkels 29, eines ebenen 
Dreiecks 40, einer dreiseitigen körper- 
lichen Ecke 55. 

Schicht 50. 

Schiefe Gerade 30, 47. 

Schiefe Lage räumlicher Systeme 25, 60. 

Schiefer Winkel 29. 

Schleife 12, 52. 

Schnabel 15, 19, 52. 

Schneide eines Sphenisken 71, 72. 

Schneiden der Linien 4, der Flächen 5. 

Schnitt eines geometrischen Körpers 63. 

Secante 19, 12, 56, 58. 

Secantenebene 56. 

Sechsflach, regelmässiges 64. 

Se<*tor des Kreises 42, der Kugel 75. 
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Segment des Kreises 42, der Kugel 74. 

Sehne des Kreises 1 9, 22, der Kugel 58, 
sphärische 75. 

Sehnendreieck eines Kegels 68. 

Seiten der Grenze 2, der Fläche 3, der 
Linie 3 und 4, des Punktes 4, der 
ebenen Figuren 34, einer conischen 
oder cylindrischen Fläche 56, eines 
ebenfiächigen l^örpers 64. 

Seitenflächen 52. 

Seitenkanten einer Pyramide 67, eines 
Prisma 69. 

SeitentransTersale 37. 

Senkrechte Ebene auf einer anderen 50. 

Senkrechte Gerade auf einer anderen 29, 
auf einer Ebene 47. 

Sphäre 73. 

Sphärik 76. 

Sphärische Aussenstrecke 74. 

Sphärischer Büschel 75. 

Sphärischer Durchmesser 75. 

Sphärische Fläche 57. 

Sphärische Gerade 74. 

Sphärischer Mittelpunkt 74. 

Sphärisches »eck 75. 

Sphärischer Radius 74. 

Sphärische Strecke 74. 

Sphärische Tangente 76. 

Sphärischer Winkel 75. 

Sphärisches Zweieck 75. 

Sphenisk, einschneidiger 71 , »schneidi- 
ger 72. 

Spitze des Linienwinkeis 29, des gleich- 
schenkligen Dreiecks 40, der pyrami- 
dalen Fläche 52, des körperlichen 
Winkel oder der körperlichen Ecke 54, 
der Pyramide 67, des Kegels 68. 

Stelle 5. 

Strahl 4. 

Strahlenbüschel, ebener, räumlicher 4. 

Strecke 10, sphärische 74. 

Streifen 32. 

Supplement und Supplementswinkel 29. 

Supplementarecke, körperliche 54. 

Symmetrisch 5, 26, 61. 

Symmetrisch -ähnlich 26, 61. 

Symmetrisch- gleich 61. 

Symmetrisch -verwandt 26. 

Systeme, räumliche 5, collineare 15, 38, 
60, ähnliche 26, 38, 61, congruente 5, 
26, 38, 61, affine 26, 38, 61, affin- 
gleiche 26, 38, 62, anticollineare 25, 
60, antiaffine und antiafBn- gleiche 62, 
symmetrisch- ähnliche 61, symmetrisch- 
gleiche 5, 61. 

T. 

Tangente 18, der conischen, der cylindri- 



schen Fläche 56, der Kugelfläcbe 58, 
sphärische 75. 

Tangentialebene der conischen und cylin- 
drischen Fläche 56, der Kugelfiäche 58. 

Tetraeder, regelmässiges 64. 

Theil und Theilen 2. 

Transversale 18. 

Trans rersalebene 53. 

Trapez 51, sphärisches 76. 

Trapezoid^41. 

Treffen der Linien 4, der Flächen 5. 

u. - 

Umfang und Umfangslinie 3. 

V. 

Verbinden zweier Punkte 10. 

Verkürzen einer Linie 10. 

Verlängern einer Linie 9. 

Vertical 48. 

Verwandeln der Figuren 40 und 66. 

Verwandtschaft geometrischer Systeme 21. 

Vieleck, ebenes, einfaches, vollständiges, 
gleich- und ungleichseitiges, regelmäs- 
siges und unregelmässiges 36, cen- 
trisch nach den Seiten oder Ecken 4^, 
körperliches einfaches und vollständiges 
körperliches, reciprokes 64, sphäri- 
sches 75. 

Vielflach 64. 

Vielseit ebenes 36, körperliches 64. 

Vierflach, regelmässiges 64. 

Volumen und volumgleich 66. 

w. 

Wagerecht 48. 

Wechselflächenwinkel 5 1 . 

Wechsel Winkel 32. 

Weltraum 1. 

Wendepunkt 15, 19. 

Winkel 6, ebener, gestreckter, concaver, 
convexer, ganzer, voller 7, rechter, spitzer, 
stumpfer 29, gleich- und ungleichliegende, 
gleich- und ungleichnamige, innere untl 
äussere, gleichseitig und ungleichseitig 
anstossende 31, sphärischer 75. 

Winkelebene 6. 

Winkelfläche 6. 

Winkelfunction 30. 

Winkelhalbirende 37. 

z. 

Zone 75. 
Zonenfläche 57. 
Zonenmantel 57, 75. 
Zwanzigflach, regelmässiges 64. 
Zweieck, sphärisches 75. 
Zwölfflach, regelmässiges 64. 
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